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Introduction 



Dans une algebre A, non necessairement associative et non necessairement unitaire 
sur un corps commutatif K, un element x 7^ est lineairement inversible si les 
operateurs lineaires de multiplication 

L x : y i-)- xy et R x : y ^ yx 

sont inversibles dans l'algebre Endx(A) : des operateurs lineaires de A. L'algebre A 
est dite de division lineaire si tout element non nul de A est lineairement inversible. 
Elle est dite de division lineaire a gauche si pour tout element non nul x de A, L x 
est inversible dans End K (A). Si K = KouC, l'algebre A est dite normee si l'espace 
vectoriel A est muni d'une norme ||.|| sous-multiplicative i.e. \\xy\\ < \\x\\ \\y\\ 
pour tous x,y e A. 

L'etude des algebres normees de division lineaire a connu son premier succes en 
1941 grace a Mazur et Gelfand qui prouverent que le corps € des nombres com- 
plexes est l'unique, a isomorphisme pres, C-algebre associative normee de division 
[BD 73], [Ri 60]. Ce resultat a ete etendu aux algebres non necessairement asso- 
ciatives par Kaidi ([Kai 77] Teorema 1.6) qui prouva en 1977 que les C-algebres 
normees completes de division lineaire a gauche sont a isomorphisme pres € . Cepen- 
dant, le probleme de la determination des C-algebres normees (non necessairement 
completes) de division lineaire, est encore ouvert. Nous avons apporte une contri- 
bution modeste, a ce probleme, en assurant la validite de ce dernier resultat dans 
des situations apparemment plus generates que celles du cas complet. Nous avons 
montre que les C-algebres normees sans diviseurs topologiques lineaires de zero a 
gauche (d.t.l.z.g.) et qui contiennent des elements lineairement inversibles a gauche, 
sont isomorphes a dJ (Theoreme 2.51). Nous avons montre egalement que les (D- 
algebres normees de division lineaire a gauche dans lesquelles l'ensemble des d.t.l.z.g. 
est une partie complete, sont isomorphes a € (Theoreme 2.54). 

Le probleme de la determination des ff?-algebres normees (completes) de division 
lineaire est resolu au cas des algebres alternatives et de Jordan [Kai 77]. Frobe- 
nius prouva en 1877 que les K-algebres associatives algebriques de division sont 
isomorphes a R, € ou 1H (le corps reel des quaternions de Hamilton) [E-R 91]. Ka- 
plansky [Kap 49] acheva ce premier travail et donna egalement une extension, pour 
les algebres normees sans diviseurs topologiques de zero (d.t.z.), en montrant en 1949 
que les K-algebres associatives normees sans d.t.z. non nuls sont isomorphes a R, 
€ ou H. Albert [A 49] prouva en 1949 que les K-algebres alternatives algebriques de 
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division sont isomorphes a R, €, H ou (D (l'algebre reelle des octonions de Cayley- 
Dickson). II s'est interesse egalement a l'etude des K-algebres absolument valuees 
[A 47, 49]. Cette derniere etude fut achevee par Urbanik et Wright qui prouverent, 
en 1960, que les K-algebres absolument valuees unitaires sont isomorphes a R, C, 
JH ou (D [UW 60]. Recemment Cabrera et Rodriguez [CR] ont donne une nouvelle 
demonstration, simple, du Theoreme de Kaplansky, et a l'aide de celui d'Albert, 
ils prouverent que les ff?-algebres alternatives normees sans d.t.z. non nuls sont 
isomorphes a R, €, JH ou <D. 

Wright avait conjecture [Wr 53] que les K-algebres normees de division lineaire 
sont de dimension finie. Cette conjecture s'est averee extremement difficile dans 
sa generality et on est actuellement loin d'une reponse affirmative, cependant on 
a des resultats partiels. Recemment, Cuenca [Cu 92] a donne des exemples d'une 
classe d'algebres reelles normees completes de dimension infinie de division lineaire 
a gauche, et Rodriguez [Rod 92i] les a completement decrites. Anterieurement, on 
a confirme la validite de la conjecture de Wright pour les algebres alternatives et 
de Jordan, et dans le cas Jordan non commutatif, on a montre que l'algebre est 
quadratique (cayleyenne) [Kai 77]. L'existence des algebres de Jordan non commu- 
tatives quadratiques de division lineaire de dimension infinie est actuellement un 
probleme ouvert. D'apres le Theoreme de Hopf [H 40], Kervaire [Ke 58] et Milnor- 
Bott [BM 58], qui affirme que 1,2,4,8 sont les seules possibilites pour la dimension 
d'une ff?-algebre de division lineaire de dimension finie, on est amene d'une maniere 
naturelle a etudier ces algebres en dimension finie. Osborn [Os 62] a initie la theorie 
des algebres quadratiques et a determine toutes les ff?-algebres quadratiques de di- 
vision lineaire de dimension 4 et une classe particuliere de ff?-algebres quadratiques 
(non alternatives) de division lineaire de dimension 8. Kaidi [Kai 77] prouva que les 
K-algebres normees de Jordan non commutatives de division lineaire qui satisfont a 
l'identite (x, x, [x,y]) = sont quadratiques, alternatives et isomorphes a R, €, 
JH ou Q. En particulier, les R- algebres de Jordan normees de division lineaire sont 
isomorphes a R ou € . Les K-algebres normees de Jordan non commutatives de 
division lineaire dans lesquelles deux elements qui n'appartiennent pas a la meme 
sous-algebre de dimension 2 engendrent une sous-algebre de dimension 4, sont de 
dimension finie et isomorphes a R, €, JH^^ ou Q^ x \ A ^ \ (les mutations de R, 
€, E et O) [Kai 77], [Roc 87]. Benkart, Britten et Osborn [BBO 82] reduiserent, 
en 1982, la determination des K-algebres flexibles de division lineaire de dimension 
finie a celle des algebres de Jordan non commutatives 
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Motives par les resultats precedents, nous nous sommes interesse au probleme de 
la determination des algebres reelles de Jordan non commutatives de division lineaire 
de dimension 8. Nous avons suivi deux approches. La premiere consiste a construire 
ces dernieres algebres, a partir d'une algebre de dimension 4, par "duplication", et 
la seconde, a faire une deformation appropriee du produit de 1 'algebre des octonions 
de Cayley-Dickson. 

Dans la premiere approche, un resultat important a ete etabli dans [CDKR] 
assurant l'existence d'une sous-algebre de dimension 4 dans une K-algebre de Jordan 
non commutatives de division lineaire de dimension 8 (Theoreme 3.7). Pour le 
doublage, nous avons generalise le procede de Cayley-Dickson [KR 92]. Soient (B,t) 
une .fT-algebre cayleyenne (car(K)=0) et 7, a, 5 e K avec 7 7^ 0, alors le produit 

(x,y)(x',y') = (x.V + yy'y, yx' + y'x + ^[y', y\) 

munit l'espace vectoriel B x B d'une structure de i^-algebre cayleyenne, qu'on 
appelle extension cayleyenne generalisee de (B,-) d'indice (7, a, 5) et qu'on note 
E~f,a,s(B). Nous avons etudie ces algebres et donne une condition necessaire et suff- 
isante pour qu'elles soient de Jordan non commutatives (Proposition 3.17), puis 
des conditions necessaires et suffisantes, lorsque K = R et B de dimension 4, pour 
qu'elles soient de division lineaire (Corollaire 4.14). Ceci nous a permi l'obtention 
d'une nouvelle famille d'algebres reelles de Jordan non commutatives de division 
lineaire de dimension 8 : 

(E^s^))^ ou A,/i^,a>^ et (2a - 1)5 2 < 4. 

Malheureusement (Note 5.26), ce premier procede s'est avere insuffisant pour la 
determination de toutes les K-algebres de Jordan non commutatives de division 
lineaire de dimension 8 [Roci], [R0C2] cependant, il nous a permis, comme on le 
verra ulterieurement, l'etude des algebres qui possedent une derivation non triviale 
et de repondre affirmativement a une question posee par Benkart et Osborn en 1981 
dans [BO 8I1]. 
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Pour la deuxieme approche, on a donne une methode de construction de R- 
algebres de Jordan non commutatives de division lineaire de dimension 8, a partir 
de la donnee de l'une d'elles [CDKR]. Soient (V, A) une K-algebre anti-commutative 
de dimension finie > 1, (.|.) une forme bilineaire symetrique definie negative sur V et 
ip un automorphisme de l'espace vectoriel V. On pose: xAy = ip*(ip{x) A ip{y) ), ou 
x,y E V {ip* etant 1' automorphisme adjoint de ip) et on designe par {V, {.].), A) et 
(V, (.|.), A), respectivement, les algebres cayleyennes construites a partir des algebres 
anti-commutatives (V, A) et (V, A), et de la forme bilineaire symetrique (.|.). On a 
etabli le resultat important suivant (Proposition 4.1): 

Proposition [CDKR]. {V, (.|.), A) est flexible de division lineaire si et seulement si 
(V, (.|.),A) est flexible de division lineaire. 

L'algebre {V, (.|.), A) est dite obtenue a partir de A = {V, {.].), A) et ip, par iso- 
topie vectorielle, et est notee A{ip) (4.2 1)). A l'aide de ce dernier precede et des 
resultats precedents, nous avons pu determiner toutes les ffi-algebres de Jordan non 
commutatives de division lineaire de dimension 8, puis nous avons resolu le probleme 
d'isomorphisme (Corollaire 4.10). Nous avons etabli le Theoreme de classification 
suivant (Theoreme 4.17): 

Theoreme [CDKR]. Les algebres reelles de Jordan non commutatives de division 
lineaire de dimension 8 s'obtiennent a partir de l'algebre reelle (D = (w, {.\.), Aj 
de Cayley-Dickson par isotopie vectorielle et sont a isomorphisme pres (D{s) ou s 
est un automorphisme symetrique de l'espace euclidien (w, — (.|.)), defini positif. 
De plus <D{s) ~ Q{s') (s,s f etant deux automorphismes symetriques de l'espace 
euclidien (w, — (.|.)), definis positifs) si et seulement si il existe / G G 2 (le groupe 
des automorphismes de l'algebre®) tel que s' = / oso/ -1 (s etant le prolongement 
naturel de s a(D : a + u a + s{u) ). 

Benkart et Osborn [BO 8I2] ont donne toutes les possibilites pour l'algebre de Lie 
Der{A) des derivations d'une K-algebre, A, de division lineaire de dimension 8 : 

1. G 2 compacte, 

2. s«(3), 

3. su(2)®su{2), 

4. su{2) Q) N ou N est une algebre abelienne de dimension < 1, 

5. iV une algebre abelienne de dimension < 2. 
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lis ont obtenu ensuite dans [BO 81 1] une classification complete pour les algebres 
reelles de division lineaire de dimension 8 dont l'algebre de Lie des derivations 
est G 2 compacte, su(3) ou su(2) © su(2). lis ont donne egalement des exemples 
d'algebres reelles de division lineaire pour chacun des autres cas de l'algebre de Lie 
des derivations puis ils ont pose, parmi d'autres, le probleme de l'existence d'une 
algebre reelle de division lineaire dont l'algebre de Lie des derivations est su(2) et 
dont la decomposition en s«(2)-modules irreductibles est de la forme: 1 + 1 + 3 + 3. 

Ces travaux nous ont permi d'appliquer avec succes les resultats obtenus sur la 
duplication et d'apporter des eclaircissements sur l'etude des K-algebres de Jordan 
non commutatives de division lineaire de dimension 8 ayant une derivation non 
triviale. Nous avons montre que ces algebres ne peuvent pas avoir su(3) comme 
algebre de Lie des derivations (Remarque 5.10), et prouve, pour les algebres de Lie 
G 2 compacte et su(2) © su(2), les deux resultats suivants (Theoremes 5.12, 5.13): 

Theoreme [Roci]. Soit A une R-algebre de Jordan non commutative de division 
lineaire de dimension 8. Alors Der(A) = G 2 compacte si et seulement si A ~ (D^ x \ 
\ + \. 

Theoreme [Roci]. Soit A une R-algebre de Jordan non commutative de division 
lineaire de dimension 8. Alors Der(A) = su(2) © su(2) compacte si et seulement si 
A ~ (£ , _i iQj0 (ff/)) (A) avec \^a>\ et\^\. 

Nous avons donne ensuite (Remarque 5.14) une reponse affirmative a la question 
precedente a l'aide d'une algebre de Jordan non commutative, obtenue par le precede 
de Cayley-Dickson generalise: {E_^o.^i^)) ou a > |, 5 7^ et (2a — 1)5 2 < 4. 

Nous nous sommes interesses ensuite au groupe des automorphismes d'une algebre 
reelle de Jordan non commutatives de division lineaire de dimension 8. Nous avons 
donne un exemple d'une telle algebre dont le groupe des automorphismes est trivial 
(Note 5.26), puis nous avons caracterise les algebres ayant un automorphisme non 
trivial (Theoreme 5.25): 

Theoreme [Roci]. SoientO = (]¥, (.\.), A^j l'algebre reelle de Cayley-Dickson et s 
un automorphisme symetrique de I'espace euclidien (]¥, — (•!•))> defini positif. Alors 
les deux proprietes suivantes sont equivalentes: 

1. Aut(Q(s)) n'est pas trivial. 

2. s laisse stable une sous-algebre de Q de dimension 4. 
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Ceci met en evidence l'immensite de la classe des K-algebres de Jordan non 
commutatives de division lineaire de dimension 8 [Roci], [Roc 2 ]. 

Nous avons divise ce memoire en cinq chapitres. Le premier est consacre aux 
generalites sur les algebres non associatives. II contient egalement quelques resultats 
faisant partie de notre travail (Lemmes 1.3, 1.29, Corollaire 1.30). Dans le 
deuxieme chapitre, nous exposons d'abord quelques resultats utiles de la theorie de 
base des algebres normees completes non associatives, puis etudions les C-algebres 
normees de division lineaire (a gauche). Nous exposons enfin, les resultats connus 
ou parus recemment sur les K-algebres normees (completes) de division lineaire. 
Dans le troisieme chapitre nous demontrons, en premier lieu, le resultat concer- 
nant l'existence d'une sous-algebre de dimension 4 dans une ff?-algebre de Jordan 
non commutative de division lineaire de dimension 8, puis nous etudions des pro- 
prietes particulieres satisfaites par ces sous- algebres (Proposition 3.14). Nous intro- 
duisons ensuite le procede de Cayley-Dickson "Generalise" suivi par l'exposition 
de ses proprietes fondamentales. Dans le quatrieme chapitre nous introduisons 
le procede "d'isotopie vectorielle" , puis nous traitons le probleme d'isomorphisme. 
Nous demontrons ensuite le Theoreme de classification des ff?-algebres de Jordan 
non commutatives de division lineaire de dimension 8. Enfin, dans le dernier chapitre, 
nous etudions les K-algebres de Jordan non commutatives de division lineaire de 
dimension 8, dont l'algebre de Lie des derivations n'est pas triviale, et caracterisons 
le cas, plus general, ou le groupe des automorphismes n'est pas trivial. 



Malaga, fin Mars 1994. 
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1 Generalities et prerequis 



Dans ce chapitre K designera un corps commutatif de caracteristique nulle. 

1.1 Algebres non associatives 

Definitions et notations 1.1 . 

1. On appelle K-algebre tout K-espace vectoriel A muni d'une application K- 
bilineaire A x A — > A (x, y) xy appelee produit de A. L 'algebre A est 
dite associative (resp. commutative, anti- commutative) si son produit est asso- 
ciatif (resp. commutatif, anti- commutatif ) . Les definitions d 'element unite (a 
gauche), sous-algebre, ideal, isomorphisme, automorphisme, sont les memes 
que dans le cas associatif. L'algebre A est dite simple si elle ne possede pas 
d'ideaux bilateres non nuls propres. On note 1R, €, IH etO, respectivement, 
les IR-algebres des nombres reels, des nombres complexes, des quaternions de 
Hamilton et des octonions de Cayley-Dickson. 

2. Soit A une K-algebre et soient x,y,z G A, on note [x, y] le commutateur 
xy — yx, de x et y et (x,y,z) V associateur (xy)z — x(yz), de x,y et z. Les 
sous-ensembles de A suivants: 

N(A) = {x e A : (x, A, A) = {A, x, A) = {A, A, x) = 0} et 

Z(A) = {xe N(A) : [X, A] = 

sont des sous-algebres associatives de A, de plus Z(A) est commutative. On 
les appelle, respectivement, le noyau et le centre de A. Si A est unitaire, son 
element unite est note 1. Elle est dite centrale si Z(A) = K.\. Si x e A, on 
note L x , R x les operateurs lineaires de multiplication par x : 

a gauche L x : y h-> xy et a droite R x : y yx, 

qu'on appelle operateurs de multiplication par x, a gauche et a droite. On note 
EndxiyA) la K-algebre associative et unitaire des operateurs lineaires de A. 
Si A e K, on appelle mutation A de A, et on note A^, Valgebre ayant pour 
espace vectoriel sous-jacent A et pour produit x. x y = \xy + (1 — X)yx. Si 
X,fieK, on a (/iW)'"' = A^ oil a = 2Xfi - A - fi + 1. L'algebre est 
commutative, notee simplement A + , on V appelle symetrisation de A.O 
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Definition 1.2 Soit A une K-algebre, on dit qu'une partie S, non vide de A, en- 
gendre lineairement A, si S est une partie generatrice de Vespace vectoriel A. On 
note [S]a la sous-algebre de A engendree par S. La sous-algebre engendree par un 
element a E A est notee [a] a- Si A est unitaire et sont des elements de 

A — {1}, alors la sous-algebre de A engendree par la partie {1, xi, . . . , x n } est notee 
Ka[xi, . . . , x n ]. La dimension de Valgebre A est la dimension de Vespace vectoriel A. 
Si B = {ui : i E /} est une base de Valgebre A, c'est a dire base de Vespace vectoriel 

A, alors pour tous i,j <E I on a 

UiUj = J2\ ijk u k (1.1) 
kei 

oil les Xijk sont des elements de K, nuls, sauf pour un nombre fini d'indices k <E I. 
Les relations (1.1) s'appelent la table de multiplication de A relativement a la base 

B. Reciproquement, si B = {u^ : i e /} est une base d'un K-espace vectoriel A, 
etant donnee une famille {Xijk £ K : i, j, k & K} telle que, pour tous i,j e K fixes, 
les X^k ou k E I, sont nuls, sauf pour un nombre fini, il existe alors sur A une seule 
structure de K-algebre pour laquelle les relations (1.1) sont satisfaites ([Bou 70] A 
III p. 10). □ 

Lemme 1.3 ([Roci] p. 2). Soit A une K-algebre et soit S une partie non vide de 
A. Alors pour tout X E K — {|}, la sous-algebre de A^ engendree par S coincide 
avec la mutation X de la sous-algebre de A engendree par S : [S] A (\) = ([S]a)^-B 

Algebre a puissances associatives 1.4 Les puissances a gauche d'un element a 
d'une K-algebre A sont definis par a 1 = a et a n+1 = aa n pour tout n E IN*. 
L'algebre A est dite a puissances associatives si la sous-algebre [a] a est associative 

pour tout a E A, ce qui est equivalent a dire que a n a m = a n+1 pour tous n,m E IN* 

* 

et pour tout a E A. L'algebre reelle € de Mc Clay [A], ay ant pour espace vectoriel 
sous-jacentdJ et pour produit zQz' — z z 1 ',z etant le conjugue de z, est commutative 
et n'est pas a puissances associatives. □ 

Note 1.5 Dans ([A 48] p. 554) Albert decouvrit un ensemble minimal d'identites 
assurant V associativite des puissances et prouva qu'une K-algebre A est a puissances 
associatives si et seulement si elle satisfait aux deux identites (x, x, x) = (x, x, x 2 ) = 
pour tout x E A. Notons que ces deux identites entrainent (x 2 , x, x) — pour tout 
x E A.D 
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Soit A une K-algebre et soient x, y G A. Pour motif de simplification, nous aurons 
l'occasion d'utiliser, les notations suivantes: 

1. xy + yx := x • y. 

2. L x + R x := V x . 

3. L x Ly + LyL x := L X y. 

4. R X Ry ~\- RyR X . R X y. 

Proposition 1.6 Soit A une K-algebre qui satisfait a I'identite (x,x,x) = pour 
tout x G A. Alors les trois proprietes suivantes sont equivalentes: 

1. A est a puissances associatives. 

2. A satisfait a I'identite 

(x, y, x»z) + (x, z, x»y) + (y, x, x»z) + (x, x, yz)+(z, x, x»y)+(y, z, x 2 ) + (z, y, x 2 ) = 
pour tous x,y,z G A. 

3. A satisfait a I'identite 

(x»z, y, x) + (x»y, z, x) + (x»z, x, y) + (yz, x, x) + (x»y, x, z) + (x 2 , z, y) + (x 2 , y, z) = 
pour tous x,y,z G A. 

Preuve. f) =>- 2) est etablie dans ([Sc 66] p. 129). Pour 2) =>- 1) on fait y = z = x 
et on utilise la Note 1.5. Enfin 1) ■<=>• 3) s'obtient de la meme fagon.D 

Corollaire 1.7 Soit A une K-algebre a puissances associatives, alors pour tout 
entier m > 2 et pour tout x G A, L x m et R x m appartiennent a la sous-algebre de 
EndxiA) engendree pCLT Lxi FLxi ^x 2 ^ Rx 2 ^ 

1. 3R x m+l — (2V^«t, — L x ^ x m—l S j\ r x ~\- (^2R X 2 — R^jV x m—l — C 2 i L x R x m — L x m—lR x 2. 

2. 3L x m-\-l — (2V^«t, — Rx X m ~ 1 ) V x ~\~ (^2L X 2 — — i 2R x L x m — R x m—lL x 2. 

Preuve. Les deux identites 1) et 2) s'obtiennent des identites 2) et 3) de la Propo- 
sition 1.6 precedente en faisant z = x m ~ x . La premiere proposition s'obtient alors 
des identites 1) et 2) par recurrence sur m.D 

On montre dans ([Sc 66] Lemma 5.3) le resultat interessant suivant: 
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Lemme 1.8 Soit A une K-algebre a puissances associatives et sans diviseurs de 
zero. Si A contient un idempotent non nul e, alors A est unitaire d'unite e.O 

Definition 1.9 (Algebre algebrique). Soit A une K-algebre a puissances associa- 
tives unitaire et soit K[X] I'algebre des polynomes a une indeterminee a coefficients 
dans K. Un element a G A est dit algebrique s 'il existe un polynome P G K[X] — {0} 
tel que P(a) = 0, ce qui est equivalent a dire que la dimension de la K-algebre Ka[o] 
est finie. L 'algebre A est dite algebrique si tous ces elements sont algebriques.O 

Algebre flexible 1.10 Une K-algebre A est dite flexible si elle satisfait a Uune des 
deux identites equivalentes suivantes: 

1. (x, y, x) — pour tous x,y G A. 

2. [L x , R x ] = pour tout x G A. 

II est clair qu'une K-algebre associative ou commutative est flexible.^ 

Proposition 1.11 Dans une K-algebre A, les deux operateurs lineaires 

L X (L X + R x ) — L x 2 et R X (L X + R x ) — R x 2 
coincident. On les note U x . 

Preuve. La proposition s'obtient par une linearisation de l'identite (x, x,x) =0 et 
en tenant compte de la flexibilite de A.D 

Algebre alternative 1.12 Une K-algebre A est dite alternative si elle satisfait 
aux deux identites suivantes (y,x,x) = (x,x,y) = pour tous x,y G A.D 

II est bien connu, selon un Theoreme d'Artin, qu'une A'-algebre A est alternative 
si et seulement si deux element quelconques de A engendrent une sous-algebre asso- 
ciative ([Sc 66] p. 29). De plus A satisfait aux trois identites de Moufang suivantes 
([Sc 66] p. 28): 
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1. x(y(xz)) = ((xy)x))z (a gauche). 



2. {{zx)y)x = z((xy)x) (a droite). 

3. x(yz)x = (xy)(zx) (moyenne). 

Les algebres alternatives sont proches des associatives, comme le montre le 
Theoreme de Artin suivant ([Sc 66] p 29): 

Algebre de Jordan 1.13 Une K-algebre commutative A est dite de Jordan si elle 
satisfait a Videntite de Jordan suivante (J) (x 2 ,y,x) = pour tout x e A.n 

Exemples 1.14 . 

1. La symetrisation A + d'une K-algebre associative est de Jordan. 

2. Soit V un K-espace vectoriel muni d'une forme bilineaire symetrique f, alors 
Vespace vectoriel K x V muni du produit 



est une K-algebre de Jordan unitaire, appelee Valgebre de Jordan associee a 
la forme bilineaire symetrique f, notee J(V, /).□ 

Algebre de Jordan non commutative 1.15 Une algebre flexible A est dite de 
Jordan non commutative si elle satisfait a Videntite (J) de Jordan. Toute algebre 
alternative est, d'apres le Theoreme d Artin, de Jordan non commutative.^ 

On trouve dans [BKo 66] les deux resultats importants suivants: 

Proposition 1.16 Soit A une K-algebre flexible, alors A est de Jordan non com- 
mutative si et seulement si sa symetrisation A + est de Jordan.^ 
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Proposition 1.17 Soit A une K-algebre de Jordan non commutative, alors A est 
a puissances associatives. De plus, pour tout entier m > 2 et pour tout x G A, L x m 
et R x m appartiennent a la sous-algebre de Endx(A) engendree par L x , R x , L x 2, R x i 
et on a: 



Algebre de Lie des derivations 1.18 Une K-algebre anti- commutative L est 
dite de Lie si elle satisfait a Videntite de Jacobi suivante: (xy)z + (yz)x + (zx)y = 
pour tous x,y,z G L. Soit maintenant A une K-algebre, on appelle derivation de A, 
tout operateur lineaire d de A satisfaisant a Vune des trois conditions equicalentes 
suivantes: 

1. d(xy) = (dx)y + xdy pour tous x,y G A. 

2. [d, L x ] = Lq x pour tout x G A. 

3. [d, R x ] = Rdx pour tout x G A.O 

Notes 1.19 Soit A une K-algebre. 

1. Si A est unitaire, alors dl = 0. 

2. L 'ensemble de toutes les derivations de A, muni de sa structure naturelle de 
K-espace vactoriel et du produit [/, g] = fg — gf est une algebre de Lie notee 
Der(A) et appelee algebre de Lie des derivations de A [J 62], [Sc 66]. 

3. On note Aut(A) le groupe des automorphismes de A, celui de I 'algebre reelle 
Q de Cayley-Dickson est note G2 [GG 73] . 

4. Si A est associative, les operateurs lineaires L x — R x , x G A, sont des 
derivations de A dites interieures. Si de plus, A est unitaire, les operateurs 
lineaires L x -iR x , ou x est un element inversible de A, sont des automor- 
phismes de A, dits interieurs.O 

Nous avons les deux resultats bien connus suivants: 




2. 



'. L x m+1 — L x m{L x + R x ^j — U X L, 



18 



Theoreme de Sckolem-Noether 1.20 Tout automorphisme d'une K-algebre as- 
sociative simple centrale de dimension finie, est interieur ([Pi 82] p. 230). □ 

Theoreme 1.21 Toute derivation d'une K-algebre associative simple centrale de 
dimension finie, est interieure [J 37] . □ 

Nous avons etabli le resultat preliminaire utile suivant: 

Lemme 1.22 Soit A une K-algebre et soit X G K, alors: Der(A) C Der(A {x) ). Si 
de plus, A 7^ |, alors Der(A) = Der(A { - X) ). 

Preuve. L'operateur de multiplication a gauche par un element a E A, dans A^ 
s'ecrit L^> = XL a + (1 - \)R a . Si d G Der(A), on a 

[d,L^] = X[d,L a ] + (l-\)[d,R a ] 

= XLg a + (1 — \)Rda 
r(A) 

i.e. d G Der(A^). Si de plus, A ^ \, l'egalite Der(A) = Der(A^) est etablie du 
fait que A = (aW)'"' ou h = A(2A - l)- 1 .^ 

Groupe de Lie et son algebre de Lie 1.23 Soit M une variete de dimension n, 
alors les espaces tangents a M : T a (M) ou a parcourt M, forment une variete 
differentiable T(M) de dimension 2n qui se projette canoniquement sur M. La pro- 
jection 7r : T(M) — > M associe a tout vecteur B, son "point d' application" i.e. 
un point a G M tel que B G T(M), de sorte que T a (M) = 7r _1 (a). Les appli- 
cations differentiables X : M — > T(M) a i— > x a telles que ix o X — Ldy[ 
i.e. X a G T a (M) s'appellent champs de vecteurs sur M [Po 85]. Si X et Y 
sont deux champs de vecteurs sur M, le "crochet de Lie" de X et Y est defini par 
[X,Y] a (f) = X a (Yf) — Y a (Xf) [War 83]. Un groupe de Lie est un groupe G muni 
d'une structure de variete differentiable et tel que les applications G x G — > G 
(x,y) h-> xy et G — >■ G x i— > x^ 1 sont differentiables. Soit f : G — > G une 
fonction differentiable et soit a G G, la differentielle de f au point a est V application 
lineaire df : T a (G) — > Tf^(G) definie de la maniere suivante. Si B G T a (G), alors 
df(B) G T/( a )(G) et si g est une fonction differentiable sur un voisinage de /(a), on 
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a df(B)(g) = B(g o f). Un champs de vecteurs X sur G est dit invariant a gauche 
si pour tout a G G, on a (dL a ) o X = X o L a (L a : G — >■ G etant la translation a 
a gauche) [War 83]. L'espace vectoriel des champs invariants a gauche, note 1(G), 
muni du crochet de Lie, est une algebre de Lie appelee V algebre de Lie du groupe de 



Proposition 1.24 Soit A une IR-algebre de dimension finie, alors son groupe 
d'automorphismes Aut(A) est un groupe de Lie dont Valgebre de Lie et I 'algebre 



Preuve. ([Po 85] p. 202). □ 



1.2 Inversibilite dans les algebres non associatives 

Inversibilite lineaire 1.25 Soit A une K-algebre, un element x e A est dit 
lineairement inversible (l.i.) si les operateurs lineaires L x , R x , de multiplication 
par x, sont inversibles dans EndxiA). L 'ensemble des elements l.i. de A est note 
L — inv(A). Un element x e A tel que L x (resp. R x ) est inversible dans Endx{A) 
est dit lineairement inversible a gauche (l.i.g.) (resp. a droite). L 'ensemble des 
elements l.i. g. (resp. a droite) est note L — inv g (A) (resp. L-invd(A)). Si A n' est 
pas reduite a {0}, elle est dite de division lineaire a gauche (d.l.g.) (resp. a droite) 
si L — inVg(A) = A — {0} (resp. L — inVd(A) = A — {0}). A est dite de division 
lineaire (d.l.) si elle Vest a gauche et a droite.^ 

Proposition 1.26 Soit A une K-algebre de dimension finie, alors les quatre pro- 
prietes suivantes sont equivalentes: 

1. A est de division lineaire. 

2. A est de division lineaire a gauche. 

3. A est de division lineaire a droite. 
4- A est sans diviseurs de zero.O 



Lie G ([Po 85], [War 83]).D 



Der(A) 
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Nous avons le resultat, bien connu, suivant: 



Theoreme 1.27 Soit K un corps algebriquement clos et soit A ^ {0} une K - 

algebre unitaire sans diviseurs de zero de dimension finie. Alors A ~ K .O 

Note 1.28 Dans ([Sc 66] p. 134) on montre qu'une K-algebre a puissances asso- 
ciatives sans diviseurs de zero de dimension finie, contient un element unite.O 

II est facile de voir qu'une i^-algebre associative de division lineaire est unitaire. 
Nous allons montrer que ce resultat reste valable notament pour les algebres de 
Jordan non commutatives. 

Lemme 1.29 Soit A une K-algebre de Jordan non commutative telle que L — 
inVg(A) 7^ 0. Alors A contient un idempotent non nul. 

Preuve. Soit a e L — inv g (A), il existe e G A — {0} tel que ae = a et on a 
a 2 = (ae)a = a(ea). Done ea = a car L a est injectif. D'apres la relation 1) de la 
Proposition 1.17, on a 



ae 3 = R e 3 (a) 



(R e 2(L e + R e )-U e R e )(a) 




a(3e 3 - 2e) 



Done e 3 = 



3e 2 — 2e car L a est injectif. Si e 2 = e, e'est fini. Sinon on pose e = |(e 2 — e) 



et on a 




= e . 



Done eo est un idempotent non nul de A.D 
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Corollaire 1.30 Soit A une K-algebre de Jordan non commutative sans diviseurs 
de zero et telle que L — inv g (A) ^ 0. Alors A contient un element unite. 

Preuve. A contient un idempotent non nul. La Proposition 1.17 et le Lemme 1.8 
achevent la demonstration. □ 

Remarque 1.31 Ce dernier resultat ne persiste pas en general pour les algebres non 

* 

associatives. En effet, Valgebre€ de Me Clay est de division lineaire (commutative 
ayant un idempotent non nul) non unitaire.O 

J-Inversibilite 1.32 Soit A une K-algebre de Jordan non commutative unitaire. 
Un element x G A est dit inversible au sens de Jacobson, ou J -inversible, s'il existe 
y G A, dit inverse de x, tel que 

1. xy = yx = 1 et 

2. x 2 y = yx 2 = x [Mc 65] . 

Si A est alternative, les relations 1) et 2) de 1.32 se reduisent a 1). Les proprietes 
fondamentales sont donnees par les deux resultats suivants: 

Theoreme 1.33 (Jacobson) Soit A une K-algebre de Jordan unitaire et soit x un 
element de A. Alors les proprietes suivantes sont equivalentes: 

1. x est J -inversible dans A. 

2. 1 G U X (A). 

3. L'operateur U x = 2L\ — L x i est inversible dans Endx{A). 

Dans ces conditions, Vinverse y est unique et on a y = U^i^x) [J 68]. □ 

Theoreme 1.34 (Mc Crimmon) Soit A une K-algebre de Jordan non commutative 
unitaire. Alors un element x G A est J -inversible et possede pour inverse y G A si 
et seulement si y est Vinverse de x dans Valgebre de Jordan A + [Mc 65]. □ 
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Remarque 1.35 Le Theoreme 1.34 montre que I'inversibilite au sens de Jacobson 
dans une algebre A de Jordan non commutative unitaire est la meme que dans 
Valgebre de Jordan A + . On notera Vinverse de x par x' 1 et V 'ensemble des elements 
J -inversibles de A, par inv(A).D 

Definition 1.36 Soit A une K-algebre de Jordan non commutative unitaire. 
L'algebre A est dite de J -division si inv(A) = A — {0}. Une telle algebre est simple 
et il en est de meme pour Valgebre de Jordan A + .0 

Theoreme 1.37 (Theoreme de Artin avec inverses) Dans une K-algebre alternative 
unitaire, deux elements quelconques et leur inverse, s'il existe, engendrent une sous- 
algebre associative ([Kai 77] p. 39). □ 

Proposition 1.38 Soit A une K-algebre de Jordan non commutative unitaire, alors 
tout element x G A lineairement inversible a gauche (resp. a droite) est J -inversible, 
d'inverse x~ l , lineairement inversible a droite (resp. a gauche) et on a R x -i = U~ l l x 
(resp. L x -i = \J- X R X ) ([Kai 77] p. 31). □ 

Corollaire 1.39 Soit A une K-algebre alternative unitaire et soit x G A. Alors les 
deux proprietes suivantes sont equivalentes: 

1. x est J -inversible. 

2. x est lineairement inversible. 

Preuve. L 'implication 2) =^ 1) decoule de la Proposition 1.38. Soit maintenant 
x G inv(A) et soit z E A. D'apres le Theoreme 1.37, x(x^ 1 z) = (xx~ 1 )z = z i.e. 
x G L — inVg(A). De meme - invd(A). Ceci montre l'implication 1) =^> 2).D 

L'inversibilite lineaire a gauche coincide avec I'inversibilite au sens de Jacobson 
pour les algebres alternatives (unitaires) 1.39 et entraine cette derniere pour les 
algebres de Jordan non commutatives (unitaires) 1.38. Cependant ces deux notions 
d'inversibilite ne sont pas equivalen tes pour les algebres de Jordan non commuta- 
tives, et les contre-exemples existent en abondance ([Kai] p. 19), [Pete 81]. □ 
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Definition 1.40 Soit A une K-algebre de Jordan n.c. unitaire. Une sous-algebre 
B de A, qui contient V 'element unite de A, est dite pleine si inv(B) = Bninv(A).0 

Proposition 1.41 Tout element a d'une K-algebre A de Jordan n.c. unitaire, est 
contenu dans une sous-algebre associative, commutative et pleine ([Kai 77] p. 33). □ 

Note 1.42 La plus petite sous-algebre pleine de A qui contient a, notee K(a), est 
appelee la sous-algebre pleine engendree par a. Evidemment K(a) contient Ka[o\.0 



1.3 Algebres quadratiques 

Definitions et notations 1.43 . 

1. Une K-algebre unitaire A est dite quadratique sont linerement 
dependants pour tout x e A. 

2. II est bien connu qu'une K-algebre quadratique A s'obtient a partir d'une K- 
algebre anti-commutative (V, A) et d'une forme bilineaire (., .) sur V, en mu- 
nissant A = K x V de sa structure naturelle de K-espace vectoriel et du 
produit 



qu'on appelle la forme bilineaire associee a A. {V, A) est appelee Valgebre 
anti- commutative associee a A, ses elements sont appeles vecteurs, ceux de 
K scalaires. On note A par (V, (., .), A). 



(a + x)((3 + y) = (a(3 + (x, yfj + (ay + fix + x A y). 



On note, de la meme maniere, la forme bilineaire 



Ax A^ K (a + x, (3 + y) H> a/3 + (x,y), 



3. L'algebre J(V,f) (Exemple 1.14 2) est quadratique.^ 
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Remarques 1.44 . 

1. Une K-algebre quadratique et flexible, est de Jordan non commutative. 



2. Si A = (V, (., .), Aj est une K-algebre quadratique, sa symetrisation A + est de 



dite symetrisation de (., .).□ 

Definition 1.45 Une K-algebre quadratique A est dite Q-simple, si Valgebre de 
Jordan A + est simple. On dira egalement que A est de division, si Valgebre de 
Jordan A + est de division.^ 



Proposition 1.46 (Kaidi). Soit A = (V, (.,.), A) une R-algebre quadratique et 



soit q : V — >■ R x h-» q(x) = (x\x) la forme quadratique associee a la symetrisation 
(.|.) de (.,.). Alors A est de division si et seulement si q est definie negative. 

Preuve. ([Kai 77] p. 98). □ 

Proposition 1.47 Soit A une IR-algebre quadratique flexible Q-simple de dimen- 
sion finie. Alors A est de division lineaire si et seulement si A^ est de division 
lineaire pour tout A G R- {§}. 

Preuve. [A 48]. □ 

Remarque 1.48 L'algebre reelle IH des quaternions de Hamilton est quadratique 
flexible Q-simple et de division, cepandant, sa symerisation H + n'est pas de division 
lineaire. Price ([Pr 51] p. 294) a montre que si A est une K-algebre associative 
centrale de dimension finie impaire, alors Valgebre de Jordan A + est de division 
line aire. □ 



Jordan et quadratique associee a la forme bilineaire symetrique 
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Theoreme 1.49 (Osborn). Soit A = [V, (.,.), A) une K-algebre quadratique, avec 
la propriete que la sous-algebre engendree par un element quelconque de A, soit un 
corps. Alors les proprietes suivantes sont equivalentes: 

1. A est sans diviseurs de zero. 

2. A ne posse.de pas de sous-algebres de dimension 3. 

3. Pour deux vecteurs x, y de A, lineairement independants, les vecteurs x, y, xAy 
sont lineairement independants. 

4- II n'existe pas de vecteurs x, y de A, lineairement independants tels que xAy = 
x ou x A y = 0. 

Preuve. [Os 62]. □ 

Osborn [Os 62] a donne une classification pour toutes les algebres quadratiques 
de division lineaire de dimension 4, sur un corps commutatif K de caracteristique 
7^ 2, en montrant le resultat suivant: 

Theoreme 1.50 (Osborn). Dans une K-algebre anti- commutative (V, A) admissi- 
ble pour la division de dimension 3, il existe une base {x, y, z} telle que 

y A z = x, z A x = ay + f3z et x Ay = ou f3 e {0, 1} et a, 7 G K — {0}. (1.2) 

Inversement, si les elements de la base d'une algebre anti- commutative (V, A) satis- 
font a (1.2), alors (V, A) est admissible pour la division si et seulement si la forme 
quadratique \\ + /3AiA 2 + a^A^ + aA| + /3A 3 A 4 + 7AI est non degeneree. 

Preuve. [Os 62]. □ 

Osborn [Os 62] a distingue une classe importante d'algebres. Nous donnons, pour 
cela, la definition suivante: 

Definition 1.51 On dit qu'une K-algebre A satisfait a la propriete d'Osborn si 
deux elements quelconques de A qui n'appartiennent pas a la meme sous-algebre de 
dimension 2, engendrent une sous-algebre de dimension 4 [Os 62]. □ 
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Algebre cayleyenne 1.52 Une K-algebre unitaire A est dite cayleyenne si elle est 
munie d'une involution multiplicative (ou anti-automorphisme involutif) s : x (->■ x 
telle que x + x, xx G K.l ([Bou 70] A III p. 15). L'involution s est unique, appelee 
la conjugaison cayleyenne de A. On verifie facilement que A est quadratique i.e. 
A = (V, (., .), A) et que s est definie par A = K@V — > A a+u h-> s(a+u) = a—u.U 

Definitions 1.53 Soit A une K-algebre quadratique munie d'une forme bilineaire 
symetrique (.|.) et soit f e Endx(A). On dit que 

1. f est isometrique, par rapport a (.|.), si (f(x)\f(y)) = (x\y) pour tous x,y G A. 

2. f est anti- symetrique, par rapport a (.|.), si (f(x)\y)) = —(x\f(y)) pour tous 
x,y G A. 

3. (.|.) est une forme trace sur A si (xy\z) = (x\yz) pour tous x,y,z G A.O 

Lemme 1.54 (Osborn). Soit B = {V, [.,.), A) une K-algebre quadratique. Alors 

1. B est cayleyenne si et seulement si (., .) est symetrique. 

2. B est flexible si et seulement si (., .) est symetrique et I'une des trois proprietes 
equivalentes suivantes a lieu: 

(a) (., .) est une forme trace sur B. 

(b) (., .) est une forme trace sur (V, A). 

(c) (x Ay,x) = pour tout x G V. □ 

Remarque 1.55 L 'algebre J(V,f) est cayleyenne.O 

Note 1.56 Si A — (V,(.|.),A) est une K-algebre cayleyenne, on dira que deux 
elements x,y G A sont orthogonaux si (x\y) = et on notera S 1 - le sous-espace 
vectoriel de A orthogonal a une partie S de A. On a evidemment V = (Kl)^-. □ 
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Remarques 1.57 Si (B,-) = (V, (.|.), A) est une K-algebre cayleyenne, alors 

1. La conjugaison cayleyenne - est isometrique par rapport a la forme bilineaire 
symetrique {].). 

2. Pour tous x,y G B, on a [x,y] = [x,y] = —[x,y]. Si, de plus, B est flexible, 
les identite suivantes ont lieu pour tous x,y,z G B et pour tout a G K : 

(a) (x. a y\z) = (x\y. a z) = (y\z. a x), 

(b) {[x,y]\z) = (x\\y,z]) = (y\[z,x]). 

3. Pour tout A G K, V application B^ — > i?( 1_A ) a + u i— >■ a — u est un 
isomorphisme d'algebres.O 

Procede de Cayley-Dickson 1.58 Soit (B,-) une K-algebre cayleyenne et soit 
7 G K, avec 7 ^ 0. On appelle extension cayleyenne de (B,-), d'indice 7, I'algebre 
cayleyenne notee E y (B) ayant pour espace vectoriel sous-jacent B x B, muni de 
produit 

(x, y)(x', y') = (xx' + >yy>y, yx> + y'x) 

et de la conjugaison cayleyenne s(x, y) = (x, —y) ([Bou 70] A III p. 16). B x {0} est 
une sous-algebre de E^(B), isomorphe a B, qu'on identifie a B. Si f = (0, 1), alors 
tout element (x,y) de E^(B) s'ecrit d'une maniere unique sous la forme x + yf i.e. 
E y (B) = B@Bf. On verifie dans [Bou 70] que E y (B) est associative si et seulement 
si B est associative et commutative, et que E^B) est alternative si et seulement si 
B est associative. Ce procede de construction d'algebres cayleyennes par extension 
est appele la procede de Cayley-Dickson. L'algebre A = K munie de I 'application 
identique est une K-algebre cayleyenne, ainsi en considerant des scalaires 7,, i > 1 
non nuls, et en posant Aj = E^A^i), on obtient des K-algebres cayleyennes. 
Ai est associative et commutative. A 2 est associative, simple et centrale [Sc 66] 
appelee une algebre des quaternions sur K. A3 est alternative, simple et telle que 
N(A 3 ) = K.l [Sc 66]. Elle est appelee une algebre des octonions sur K. Si K = R 
et 7i = — 1, on retrouve: 

1. Le corps des nombres complexes € = A\. 

2. L'algebre reelles de division des quaternions de Hamilton 

E= A 2 =€®€j. 
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Elle possede une base Bh = {l,i,j,k}, appelee la base canonique de IH, pour 
laquelle la table de multiplication est donnee par: 1 est V element unite, 

i 2 = j 2 = k 2 = — 1, ij = —ji = k, jk = —kj = i, ki = —ik = j. 

3. L'algebre reelle de division des octonions de Cayley-Dickson 

<D = A 3 = M@Mf. 

Elle possede une base Bo = {l,i,j, k, f,if,jf, kf}, appelee la base canonique 
deQ, pour laquelle la table de multiplication est donnee par 
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{i, j, k, f,if, j f, kf} est appelee la base canonique de Valgebre anti- 
commutative des vecteurs aasociee a Q. On la notera {e±, . . . , ej}. □ 

Nous avons les resultats, bien connus, suivants: 

Theoreme 1.59 (Frobenius) Les uniques algebres reelles associatives algebriques 
de division sont de dimension finie et isomorphes a IR, € ou IH [E-R 91]. □ 

Theoreme 1.60 (Zorn) Les uniques algebres reelles alternatives de division de di- 
mension finie sont isomorphes a R,€, JH ou(D ([E-R 91] p. 262). □ 

Theoreme 1.61 (Albert) Les uniques algebres reelles alternatives algebriques de 
division sont de dimension finie et isomorphes a R, € , IH ou ([A 49] p. 767). □ 
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2 Algebres non associatives normees de division 



Dans ce chapitre K designera JR ou € . 
2.1 Algebres normees non associatives 

Algebres de Banach 2.1 On dit qu'une K-algebre A est normee, si I'espace vec- 
toriel A est muni d'une norme \\.\\ sous multiplicative i.e. \\xy\\ < \\x\\ \\y\\ pour 
tous x,y G A, ce qui est equivalent a dire que la norme \ \.\\ rend continu le produit 
de A et, plus particulierement, les operateurs de multiplication de A. 

1. Si I'espace vectoriel norme (A, ||.||) est de Banach, V algebre A est dite normee 
complete. 

2. Si, de plus, A est associative, elle est dite de Banach. 

3. L'algebre A est dite absolument valuee si I'espace vectoriel A est muni d'une 
norme \\.\\ multiplicatiove i.e. \\xy\\ — \\x\\ \\y\\ pour tous x,y e A. 

4- On note B la completion d'une algebre normee B [BD 73]. □ 

Proposition 2.2 Dans une algebre de Banach unitaire A, V ensemble inv(A) des 
elements inversibles est un ouvert de A [BD 73]. □ 

Definition 2.3 Soient E, F deux espaces topologiques et soit, pour tout x e E, <p(x) 
une partie de F. L'application if : E — > V(F) est dite semi-continue superieurement 
si pour tout x G E et pour tout voisinage V de (p(x), il existe un voisinage U de x 
tel que <p(U) C V.D 

Note 2.4 Soit A une € -algebre associative normee unitaire. II est bien connu que 

1. Pour tout x G A, le spectre spa(x) = {A G € : x — A.l ^ inv(A)} de x dans 
A est non vide. 

2. Si, de plus, A est de Banach, alors spa(x) est un compact de € pour tout 
x G A et l'application A — > {compacts de €} a;4 spa(x) est semi-continue 
superieurement [BD 73]. □ 
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Un des resultats classiques de la theorie des C-algebres de Banach, est le suivant: 

Theoreme de Gelfand-Mazur 2.5 Soit A une € ' -algebre associative normee de 
division. Mors A~€ [BD 73] . 

Preuve. Soit x G A et soit A G spa(x) 2.4, on a x — XI £ inv(A) = A — {0} i.e. 
x = XI. L'application € — > A A i— > Al est alors un isomorphisme d'algebres.D 

Note 2.6 Soient (E, ||.||) un K-espace vectoriel norme, S(E) — {x e E : \\x\ \ — 1} 
la sphere unite de E, et Endx(E) la K-algebre associative et unitaire des operateurs 
lineaires de E. On designe par BL(E), la sous-algebre de Endx(E), des operateurs 
lineaires continus de E. Muni de la norme operationnelle 

111/111= sup ||/(x)||, 
xeS(E) 

BL(E) est une K-algebre normee ([Ber 73] p. 167-168). De plus, (BL(E), |||.|||) est 
de Banach, si (E, ||.||) est un espace de Banach.O 

Les resultats preliminaires suivants, dans le cadre des operateurs lineaires dans 
un espace de Banach, nous seront utiles: 

Definition 2.7 Soit (E, ||.||) un K-espace vectoriel norme et soit T e BL(E). On 
dit que T est borne inferieurement s'il existe m > tel que \\T(x)\\ > m\\x\\ pour 
tout x G E. On dit alors que T est borne inferieurement par m.D 

Lemme 2.8 Soit (E, ||.||) un espace vectoriel norme et soit T G BL(E), T bijectif. 
Alors T est borne inferieurement si et seulement si T _1 G BL(E).D 

Lemme 2.9 [Rod 92i]. Soit (E,\\.\\) un espace de Banach et soit T G BL(E). 
Alors les deux proprietes suivantes sont equivalentes: 

1. T est borne inferieurement. 

2. T est injectif d'image fermee. 
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Preuve. 1) =>- 2). T est evidemment injectif, et si (y n )n = (T(x n )) n est une suite 
d'elements de T(E) convergente vers un element y, alors (x n ) n est une suite de 
Cauchy de E, car T est borne inferieurement, convergente vers un element x G E, 
et on a y = T(x) G T(E). 

2) =>- 1). Si m = va£ x eS(E) \\T(x)\\ est nul, alors il existe une suite (x n ) n d'elements 
de S(E) telle que (T(x n )) n soit convergente vers 0. Comme t(S(E)) est un ferine, 
on a = lim n T(x n ) G T(^S(Efj, ce qui est absurde car T est injectif. Done m > 
i.e. T est borne inferieurement. □ 



Lemme 2.10 Soit (E,\\.\\) un espace de Banach et soit T G BL(E), borne 
inferieurement par m et non surjectif. Alors la boule ouverte de BL(E) centree 
en T et de rayon m est constitute uniquement d'operateurs homes inferieurement 
et non surjectifs. En particulier, 

{/ G BL(E) : / borne inferieurement et non surjectif} 

est un ouvert de BL(E) ([Rod 92^ Lemma !).□ 



Proposition 2.11 Soient E un espace vectoriel norme, E son complete et <p : 
BL{E) — > BL{E) />->■/ (le prolongement par continuite de f ). Alors: 

1. <f est un homomorphisme isometrique d'algebres. 

2. Si T G BL(E), alors T est borne inferieurement si et seulement si T est 
borne inferieurement. Dans ces conditions, T est inversible dans BL(E) si et 
seulement si T a une image dense dans E. 

Preuve. 2. La premiere partie est consequence de la continuite de T et de la 
densite de E dans E. Si T est bijectif, pour tout x G E il existe a G E, limite d'une 
suite d'elements a n G E, tel que T(a) = lim n T(a n ) = x. Done T(E) est dense dans 
E. Reciproquement, si T est borne inferieurement et T a une image dense dans E, 
alors T est borne inferieurement et a une image dense dans E, i.e. T est injectif et 
surjectif (Lemme 2.10).D 

Remarque 2.12 Soit A une algebre normee et soit a G A, alors le prolongement 
par continuite L a , de L a a A, n'est autre que Voperteur de multiplication a gauche 
par a dans A.D 



32 



Note 2.13 (Algebres normees de Jordan non commutatives). Dans [Kai 77] Kaidi 
a defini le spectre d'un element x, d'une (D-algebre A de Jordan non commutative 
unitaire, comme dans le cas associatif: spa(x) = {X G C : x — XI inv(A)}. 



commutative) pleine engendree par x (Note 1.42). Ainsi, le spectre d'un element 
d'une €-algebre normee unitaire de Jordan non commutative, est non vide.O 

On en deduit immediatement la generalisation suivante du Theoreme de Gelfand- 
Mazur: 

Theoreme 2.14 (Kaidi). Soit A une €-algebre de Jordan non commutative 
normee unitaire de division. Alors A ~ € ([Kai 77] p. 92). □ 

Nous obtenons, a l'aide de ce resultat, le suivant: 

Corollaire 2.15 (Rochdi). Soit A une €-algebre de Jordan non commutative 
normee de division lineaire a gauche. Alors A ~ € . 

Preuve. Le Corollaire 1.30 et la Proposition 1.38 montrent que A est unitaire et 
de division. □ 

Remarque 2.16 II est interessant de savoir si une €-algebre commutative, a puis- 
sances associatives normee de division lineaire, est isomorphe a €.0 

Nous nous limitons maintenant a exposer deux resultats utiles, dans le cadre des 
algebres normees non associatives: 

Proposition 2.17 [Kai 77]. Soit A une K-algebre normee complete, alors 
I 'ensemble L — inv g (A) est un ouvert de A. 

Preuve. L'application L : A — > BL(A) x \-t L x est continue, car |||I/ X ||| < 
et pour tout x G A, on a 



II est clair que spa(x) = spci x ){x) ou €(x) est la sous-algebre (associative et 



x G L — inVg(A) <^ L x G inv(Endx(A) 




d'apres le Theoreme d'isomorphisme de Banach 



Done L — inVg(A) 



L 1 [inv{BL{A))\ est un ouvert de A (Proposition 2.2).D 
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Proposition 2.18 (Rochdi). Soit A une € -algebre normee, alors V application (p : 
A — > {compacts de €} x (->■ sp BL ^(L x ) est semi- continue superieurement. 

Preuve. Les deux applications A — > BL(A) x (->■ L x et BL(A) — > BL(A) f >->■ / 
sont continues. De plus, l'application BL(A) — )■ {compacts de(T} u4 
est semi-continue superieurement (Note 2.4). L'application </?, composee de ces trois 
dernieres, est semi-continue superieurement. □ 



2.2 Diviseurs topologiques de zero dans une algebre normee 

Diviseurs topologiques lineaires de zero 2.19 Soit A une K -algebre normee. 

1. Un element a £ A est dit diviseur topologique lineaire de zero a gauche 
(d.t.l.z.g.) (resp. diviseur topologique lineaire de zero a droite (d.t.l.z.d.)) s'il 
existe une suite (x n ) n , d 'elements de la sphere unite de A, telle que ax n — > 
(resp. 0). L 'element a est dit diviseur topologique lineaire de zero 
(d.t.l.z.) s'il est d.t.l.z.g. ou d.t.l.z.d. II est clair qu'un diviseur de zero est un 
d.t.l.z. 

2. Si A est associative (meme alternative), le mot "lineaire" est supprime dans 
les definitions. 

3. Une algebre absolument valuee est sans diviseurs de zero et ne contient aucun 
d.t.l.z. non nul. 

4- On note D g (A) V ensemble des d.t.l.z.g. de A. 

Proposition 2.20 Soit A une IR-algebre normee complete, alors les deux proprietes 
suivantes sont equivalentes: 

1. A est de division lineaire a gauche. 

2. A est sans d.t.l.z.g. non nuls et L — inv g (A) ^ 0. 

Preuve. 1) =^ 2) est consequence du Theoreme d'isomorphisme de Banach et 2) =^ 
1) est etablie dans [Kai 77]. □ 

Le resultat suivant nous sera utile: 
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Theoreme 2.21 Soit E un espace vectoriel norme et soit T e BL(E), alors pro- 
prietes suivantes sont equivalentes: 

1. T est un d.t.z.g. de BL(E). 

2. II existe une suite (x n ) n d'elelements de S(E) telle que T(x n ) — > 0. 

3. T n'est pas borne inferieurement. 

Preuve. ([Ber 73] p. 241). □ 

Remarque 2.22 // est clair, en vertu du Theoreme 2.22, qu'un element a d'une 
algebre normee A est un d.t.l.z.g. si et seulement si L a est un d.t.z.g. de BL(A).D 

Un d.t.z. d'une algebre associative normee unitaire n'est pas inversible [BD 73], 
mais il peut l'etre dans une extension de l'algebre: 

Exemple 2.23 Soit H un K -espace de Hilbert de dimension hilbertienne 
denombrable et soit B = (e n ) n >i une base orthonormee totale de H. On considere le 
sous-espace vectoriel E de H engendre (algebriquement) par B et on designe par f 
Voperateur lineaire de E defini par f(e n ) = ^e n pour tout n > 1. Alors f G BL(E) 
et f est inversible dans Endx(E). De plus, f est un d.t.z.g. de BL(E) car f(e n ) — > 
i.e. f^ 1 est non continu.O 

Un des resultats classiques de la theorie des algebre reelles de Banach, est le 
suivant: 

Theoreme de Gelfand-Mazur-Kaplansky 2.24 Les uniques IR-algebres asso- 
ciatives normees de division sont isomorphes a IR, € ou H ([BD 73], [Ri 60]).D 

Ce theoreme est une consequence du resultat suivant du a Kaplansky: 

Theoreme 2.25 (Kaplansky). Les uniques IR-algebres associatives normees sans 
d.t.z. non nuls sont a isomorphisme pres IR, € ou IH [Kap 49]. □ 
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Dans une algebre A (non necessairement associative) un centralisateur defini par- 
tiellement sur A designe un operateur lineaire /, defini dans un ideal non nul de A, 
note dom(f), a valeur dans A, tel que f(xy) = f(x)y et / (yx) = y f (x) pour tous 
x G dom(f) et y G A. Si A est premiere (i.e. le produit de deux ideaux non nuls 
de A, est non nul), la relation ~ definie sur l'ensemble de tous les centralisateurs 
dermis partiellement sur A par 

/ ~ g si et seulement si / et g coincident sur dom(f) D dom(g), 

est d'equivalence. La somme et la composee de deux centralisateurs dermis partielle- 
ment sur A, en tant qu'operateurs dermis partiellement, sont egalement des central- 
isateurs dermis partiellement sur A. Ces operations sont compatibles avec ~ et 
l'anneau quotient C(A) ainsi obtenu est appele "le centroide etendu (extended cen- 
troid) de A" . Recemment, Cabrera et Rodriguez [CR] ont donne une demonstration 
simple du Theoreme de Kaplansky. Vu son originalite, nous en exposons ici les 
grandes lignes: 

Theoreme 2.26 (Cabrera- Rodriguez). Les seules R-algebres alternatives normees 
sans d.t.z. non nuls sont a isomorphisme pres 1R, €, H ouQ. 

Preuve. La premiere etape de la demonstration consiste a reduire, moyennant le 
Theoreme d'Albert-Frobenius 1.61, le probleme au cas associatif et commutatif. 
Ensuite on montre qu'une K-algebre A associative, commutative et sans diviseurs 
de zero, est identifiee a une sous-algebre de son centroide etendu C(A). Ce centroide 
etendu est une extension du corps de base R ([ErMO 75] Theorem 2.1). enfin, a 
l'aide de l'absence des d.t.z. non nuls, on montre que le centroide etendu de A est 
muni d'une norme d'algebre, et le Theoreme de Gelfand-Mazur-Kaplansky acheve 
la demonstration. □ 

Corollaire 2.27 Soit A une R-algebre a puissances associatives normee sans 
d.t.l.z.g. non nuls. Alors A est quadratique et de division. 

Preuve. La sous-algebre engendree par un element quelconque de A est isomorphe 
a R ou €, i.e. A possede un idempotent non nul. Comme A est sans diviseurs de 
zero, elle est unitaire (Lemme 1.8). done A est quadratique et de division. □ 

Nous introduisons maintenant une notions appropriee de d.t.z. pour les algebres 
normees de Jordan non commutatives: 
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Proposition 2.28 Soit A une algebre associative normee et soit a £ A. Alors les 
affirmations suivantes sont equivalentes: 

1. a est un d.t.z. de A. 

2. II existe une suite (x n ) n >o d' elements de S(A) telle que ax n a — > 0. 
Preuve. [Kai 77]. □ 

Remarque 2.29 a est un d.t.z. de A si et seulement si il existe une suite (x n )„>o 
d'elements de S(A) telle que U a {x n ) — > 0.D 

Ceci conduit a la definition suivante: 

J-diviseurs topologiques de zero 2.30 [Kai 77]. Soit A une K -algebre normee 
de Jordan non commutative. Un element a G A est dit J-diviseur topologique de 
zero (J -d.t.z.) s'il existe une suite (x n ) n >o d'elements de S(A) telle que 



i.e. U a est un d.t.z. g. de BL(A). Si A est une algebre quadratique, un element de 
A est dit J -d.t.z. s'il est un J -d.t.z. de I 'algebre de Jordan A + .0 

Les resultats classiques subsistent pour cette nouvelle notion de d.t.z. ([Kai 77], 
[KS]). Par exemple, le resultat suivant: 

Proposition 2.31 (Kaidi). Soit A une algebre de Jordan non commutative normee 
unitaire. Alors un element inversible de A ne peut etre un J -d.t.z. 

Preuve. ([Kai 77] p. 86). □ 

Remarque 2.32 Si A est une algebre normee de Jordan non commutative, alors 
un d.t.l.z. de A n'est pas necessairement un J -d.t.z. de A. En effet, dans V algebre 
reelle de Jordan IH + , V element i est inversible mais non l.i. inversible. On en 
deduit que i est un d.t.l.z. mais pas un J -d.t.z. (Proposition 2.32). □ 

Cette etude a abouti a une extension du Theoreme de Kaplansky aux algebres de 
Jordan non commutatives: 
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Theoreme 2.33 ([Kai 77], [KS]). Soit A une K-algebre de Jordan non commutative 
normee sans J-d.t.z. non nuls. Alors A ~ € si K = € ou A est quadratique de 
division si K = R.D 

Nous avons egalement les theoremes de structure suivants: 

Theoreme 2.34 [Kai 77]. Soit A une R-algebre quadratique, munie d'une norme 
d'espace vectoriel. Alors les affirmations suivantes sont equivalentes: 

1. A est normee de division. 

2. A est normee sans J-d.t.z. non nuls. 

3. A est associee a une forme quadratique continue definie negative, et a une 
algebre anti- commutative dont le produit est continu.O 

Theoreme 2.35 [Kai 77]. Soit A une R-algebre de Jordan non commutative, munie 
d'une norme d'espace vectoriel. Alors les affirmations suivantes sont equivalentes: 

1. A est normee de division. 

2. A est normee sans J-d.t.z. non nuls. 

3. A est quadratique associee a une forme trace continue definie negative, et a 
une algebre anti- commutative dont le produit est continu.O 

Theoreme 2.36 [Kai 77]. Soit A une R-algebre de Jordan. Alors les affirmations 
suivantes sont equivalentes: 

1. A est normee de division. 

2. A est normee sans J-d.t.z. non nuls. 

3. A est V algebre de Jordan associee a une forme quadratique definie negative.^ 
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2.3 Algebre complexes normees de division lineaire 



Le Theoreme de Gelfand-Mazur a connu une extension (non associative) en 1977: 

Theoreme 2.37 (Kaidi). Soit A une € -algebre normee complete de division 
lineaire a gauche. Alors A ~ <Z7. 

Preuve. ([Kai 77] p. 80). □ 

Nous n'avons pu eliminer de ce resultat, l'hypothese de la completude. Contraire- 
ment associatif, il nous semble que le probleme de savoir si une C-algebre 

normee de d.l. est isomorphe a € est tres difficile. Nous exposons ici les resultats 
que nous avons pu etablir, assurant la validite du Theoreme 2.38 dans des situations 
appremment plus generates que celles du cas complet. Pour cela, nous avons besoin 
des resultats preliminaries suivants: 

Lemme 2.38 [Ri 60]. Soit (A, ||.||) une algebre normee, alors I 'application 



est continue. □ 

Nous avons obtenu le resultat suivant, introuvable apparemment dans la 
litterature: 

Proposition 2.39 Soit (A, ||.||) une K -algebre normee, alors: 

1. D g (A) est un ferme de A, et on a D g (A) — Ad D g (A). 

2. L — inVg(A) contient (A\ D g (A)) fl L — inv g {A) . Si, de plus, A est de division 
lineaire a gauche, on a A \ D g (A) = A fl L — inv g (A). 



$ : A ->• R x inf 

yeS(A) 




Preuve. 



1. l'application $ dans le Lemme 2.38 est continue. Done 



D g (A) = {x e A : = 0} = ^-^O} 
est un ferme de A. De plus, la densite de S(A) dans S(A) montre que D g (A) 

AnDg(A). 
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2. Soit a G (A\Dg(A))r\L — inv g (A), alors L a G BL(A) est borne in ferieurement 
et a une image dense dans A. Son prolongement L a est inversible dans BL(A) 
(Proposition 2.11) i.e. a E L — inv g (A). Si a G A fl L — m?; 5 (i), alors 
L a est inversible dans End K (A) et L a 1 G BL(A), en vertu du le Theoreme 
d'isomorphisme de Banach. Done L a est borne inferieurement (Lemme 2.8). 
Ainsi aE A\ D g (A) = Af] L — inv g (A).U 

Isotopie 2.40 Deux algebres A et B, sur un corps commutatif Kq, sont dites iso- 
topes s'il existe trois bijections lineaires u,v,w : A — >■ B telles que w(xy) = u(x)v(y) 
pour tous x,y G A. Les deux algebres reelles€ et€ sont isotopes.^ 

Lemme 2.41 [Kai 77]. Toute €-algebre isotope d € est isomorphe a €.0 

Note 2.42 [Kai 77]. Soit A une algebre normee dans laquelle il existe un element 
a l.i.g. pour lequel L^ 1 est continu. Alors Valgebre A a , isotope a A, ayant pour 
espace vectoriel sous-jacent A et pour produit x y = L^ 1 (a;)L~ 1 (y), est normee 
{\\x y\\ < 1 1 \L a \ 1 1 2 | \x\ | ||y||) unitaire a gauche (d'unite a gauche a 2 ).D 

Nous pouvons exposer, dans le reste de ce paragraphe, les resultats obtenus: 

Lemme 2.43 Soit A une K-algebre normee telle que (A\D g (A))nL—inv g (A) ^ 0. 
Alors pour tout a G (A\ D g (A)) fl L — inv g (A), L~ l est continue. 

Preuve. Consequence du Lemme 2.8 et du Theoreme 2.21. □ 

Remarques 2.44 Soit A a Valgebre introduite dans la Note 2.42. 

1. La bicontinuite de L a montre, facilement, Vegalite D g (A a ) = L a (D g (A)). 

2. Si A est de d.l.g., il en est de meme pour A a . En effet, Voperateur de multi- 
plication a gauche par x G A dans A a , s'ecrit L® = L L -i^ o L^.O 

Lemme 2.45 Soit A une algebre normee de division lineaire a gauche. Alors 
D g (A) = A\L -inv g {A). 
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Preuve. On note Q = {/ G BL(A) : / borne inferieurement et non surjectif} et L 
l'application A — > BL(A) x h-> L x . Soit maintenant a G i, on a 

aei \ D g (A) ^ -L a borne inferieurement, et a G i \ L - inv g (A) 
<^> L a n'est pas bijectif. 

Ainsi 

ae(A\ D g (Af) n(A\L- inv g (A)) = A \ (p g (A) UL- inv g (A)) & L a G SI. 

Done A \ (D g (A) U L — inVg(A)^j = L _1 (fi) est un ouvert de A et, par consequent, 
Dg(A) U L — inVg(A) est un ferme de A. D'autre part 

A = D g (A)u(A\D g (A)) 

= (A n D g (A)^ u(inL- inv g (A)j 
C D fl (i)UL-™ 9 (i). 

Done D s (A) UL- ira; g (A) = A De plus D g (A) n L - ira s (i) = 0.D 

Lemme 2.46 Sozi A une €-algebre normee unitaire a gauche, de division lineaire 
a gauche. Alors 

1. A=€l + D g (A) et 

2. A=€l + D g (A) (la fermeture dans A) . 

Preuve. . 

I. Soit x G A, alors 

A e s Pbl(A)(L x ) <£> 

i.e. A=€l + D g (A). 
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L x - Al £ inv(BL(Aj) 

L x _xi <£ inv[End c (A)^ d'apres le TIB 

x — Al ^ L — inv g (A) 

x-Xie D g (A) 
x - Al G DJA) 



2. Soit maintenant x G A, x est limite d'une suite d'elements x n de A, pour tout 
n G N, soit A n G sp BL ^(L Xn ). II existe w n G -D 9 (A) tel que x n = A n l + u n . 
Si V est un voisinage (borne) de sp BL ^(L Xn ), il existe un rang n tel que 
Ki G s PBL(A)(-^n) C V pour tout n > n . La suite (A n ) n est done bornee et 
contient une sous-suite (A v ( n ))„ convergente vers un nombre complexe A. Done 
(^V(n))n es t convergente vers un element u G D 9 (A). Comme x est limite des 
elements x^ n) on a x = Al + u G CI + A, (A) i.e. A = <Z71 + D g (A).U 

Lemme 2.47 Soit A une algebre normee de division lineaire a gauche et telle que 
D g (A) soit une partie complete. Alors A est isotope a une algebre normee unitaire a 
gauche de d.l.g. A a . De plus, V ensemble des d.t.l.z.g. de A a est une partie complete. 

Preuve. D g (A) est une partie fermee de A distincte de A, done A ^ D g (A). Soit 
alors a G (A \ D g (A)^ n L - inv g (A) = A \ D g (A) ^ 0, le Lemme 2.43 montre 
que L~ l est continu. En tenant compte des Remarques 2.44, l'isotope A a de A 
introduite dans la Note 2.42 repond a la question. □ 

Remarque 2.48 Soit A une algebre normee de division lineaire. On ne sait, tou- 
jours, pas si la completion A de A contient un element lineairement inversible.O 

Nous avons obtenu auparavant [Roc 87], les deux resultats suivants: 

Theoreme 2.49 Soit A une € -algebre normee de division lineaire et sans d.t.l.z.g. 
non nuls. Alors A ~ € . 

Preuve. ([Roc 87] p. 34). □ 

Theoreme 2.50 Soit A une € '-algebre normee unitaire a gauche et sans d.t.l.z.g. 
non nuls. Alors A ~ € . 

Preuve. ([Roc 87] p. 34-35). □ 

Nous avons les resultats nouveaux suivants: 

Theoreme 2.51 (Rochdi). Soit A une €-algebre normee sans d.t.l.z.g. non nuls 
et telle que L — inv g (A) ^ 0. Alors A~dJ. 
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Preuve. Soit a E L — inv g {A), alors le Lemme 2.43 montre que L~ l est continu et 
l'isotope A a de A introduite dans la Note 2.42 est normee, unitaire a gauche. En 
outre, A a est sans d.t.l.z.g. (Remarque 2.44 1)). Le resultat est alors consequence 
du Theoreme 2.50 et du Lemme 2.41. □ 

Le Theoreme 2.51 precedent generalise apparemment les Theoremes 2.49, 2.50, 
et egalement le Theoreme 2.37. D'autre part, dans le Theoreme 2.51, l'hypothese de 
l'existence d'un element l.i.g. est necessaire car il existe des exemples de C-algebres 
normees sans d.t.l.z.g. non nuls (absolument valuees completes) de dimension infinie 
([Roc 87] p. 35), ([Rod 92^ Remarks 3. i)). 

Corollaire 2.52 Soit A une€ -algebre absolument valuee telle que L — inv g (A) ^ 0. 
Alors A~€.U 



Corollaire 2.53 Soit A une € -algebre normee a puissances associatives et sans 
d.t.l.z.g. Alors A~€.D 

Nous avons egalement le resultat suivant: 

Theoreme 2.54 (Rochdi). Soit A une (D-algebre normee de d.l.g. et telle que 
D g (A) soit une partie complete. Alors A ~ <Z7. 

Preuve. L'isotope A a de A construite a partir d'un element a e A \ D g (A), est 
normee, unitaire a gauche de d.l.g., et on a: 

A a = €1 + D g (A a ) Lemme 2.46 

= dJl + D g (A a ) car D g (A a ) est complete 
= A Lemme 2.46 

i.e. A a est complete. Le resultat est alors consequence du Lemme 2.41 et du 
Theoreme 2.37. □ 

Remarque 2.55 Soit A une € -algebre normee de d.l.g. On aimerait savoir si 
D g (A) est une partie complete.^ 
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2.4 Algebre reelles normees de division lineaire 



Contrairement complexe (complet), la determination des algebres reelles 

normees completes de division lineaire est un probleme apparemment plus com- 
plique. En 1953, Wright [Wr 53] a conjecture que les ff?-algebres normees de division 
lineaire, sont de dimension finie. Cette conjecture est etablie pour les algebres faible- 
ment alternatives (...) et pour les algebres quadratiques qui satisfont a la propriete 
d'Osborn (..), mais elle ne l'est pas encore pour les algebres de Jordan non commu- 
tatives. Dans ce paragraphe, nous exposons les resultats etablis dans le cadre des 
K-algebres normees de division lineaire. 



Proposition 2.56 Soit A = (V, (.|.), xj une R-algebre cayleyenne de division. Si 
Ui, . . . ,u n sont des vecteurs non nuls tels que (ui\uj) = si i ^ j, alors 



avec W(u) = {x e A : (x\u) = 0}. 
Preuve. ([Kai 77] p. 117). □ 

Definition 2.57 [Kai 77]. Une K-algebre A, de Jordan non commutatove, est dite 
faiblement alternative si elle satisfait a I'identite (x, x, [x, y]) — pour tous x,y G A. 
Une algebre alternative ou de Jordan est evidemment faiblement alternative.^ 



Proposition 2.58 [Kai 77]. Soit A = [V,(.\.),xj une R-algebre quadratique, 
faiblement alternative de division et sans diviseurs de zero. Alors A est alterna- 
tive. 

Preuve. Si A est de dimension > 2, on a A = 1R © V et dim R (V) > 1. Soient e\ un 
vecteur norme {e\ = — 1) de V et ti un vecteur norme de W(ei), alors ei, e± xe2 : = 
e 3 sont lineairement independnats et on a A = Rl © Re 1 © Re 2 © Re 3 © L ou 
L = W(ei)nW(e 2 )nW(e 3 ). Comme A est faiblement alternative et eie 2 = e\ x e 2 = 
|[ei,e 2 ], on a 



V = ( R Ul ) © ( f) W( Ui j) 



l<i<n l<i<n 








(ei,ei, [ei,e 2 ]) 
-eie 2 - ei(ei(eie 2 
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i.e. e<i = —e\{e\e'i). De meme t2{^2^\) = Le caractere quadratique de A et la 
flexibilite assurent que Rl © Rei © Re 2 © Ke 3 est une sous-algebre de A, isomorphe a 
H. Ainsi, deux elements quelconques de A engendrent une sous-algebre associative, 
et le Theoreme d'Artin acheve la demonstration. □ 

Theoreme 2.59 [Kai 77]. Soit A une R-algebre faiblement alternative. Alors les 
trois affirmations suivantes sont equvalentes: 

1. A est normee de d.l.g. 

2. A est normee sans d.t.l.z.g. non nuls. 

3. A est a isomorphisme pres R, €, H ou<D. 

Preuve. Chacune des affirmations 1. et 2. entraine que A est quadratique (de 
division) et sans diviseurs de zero. Done A est alternative (Proposition 2.58) et le 
Theoreme 1.61 de Albert montre que A est isomorphe a R,€,H ou (D.O 

Corollaire 2.60 Les uniques R-algebres de Jordan, de division lineaire, sont a iso- 
morphisme pres R ou€.0 

Des etudes sur les algebres reelles absolument valuees, dues a Albert [A 47, 49], 
Wright [Wr 53] et Urbanik- Wright [UW 60], ont abouti en 1960 aux resultats suiv- 
ants: 

Theoreme 2.61 Les uniques R-algebres absolument valuee unitaires, sont a iso- 
morphisme pres R,€, IH ou(D. 

Preuve. ([UW 60] p. 863). □ 

Theoreme 2.62 Les uniques R-algebres absolument valuee commutatives, sont a 

* 

isomorphisme pres R, € ou€ . 

Preuve. ([UW 60] p. 865). □ 

Le Theoreme 2.61 s'etend facilement aux algebres absolument valuees contenant 
un element lineairement inversible ([E1M 81] p. 245-246): 
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Theoreme 2.63 Les uniques R-algebres absolument valuee qui contiennent un 
element Li., sont de dimension finie 1,2,4 ou 8 et isotopes a R,€,IH ouQ. 

Preuve. Soit A une telle algebre et so it a un element Li., qu'on peut supposer 
norme. Alors l'algebre A e , isotope de A, ayant pour produit xQy = R~ 1 (x)L~ 1 (y) 
est unitaire, d'unite e = a 2 , et on verifie facilemtn qu'elle est absolument valuee. Le 
Theoreme 2.61 montre que A e est de dimension finie 1, 2, 4 ou 8 et isomorphe a R, 
€, EouQ.U 

Ce dernier resultat persiste si Ton echange l'hypothese de l'existence d'un element 
l.i. par celle de la flexibilite ([E1M 81]. 244). 

Ulterieurement, El-Mallah a donne une classification pour les K- algebres absol- 
ument valuees de dimension finie, qui satisfont a l'identite (x, x,x) = et montre 
que de telles algebres sont flexibles [Elm 87]. 

Wright a conjecture, auparavant, que les K-algebres normees de d.l. sont de di- 
mension finie [Wr 53]. Recemment, Cuenca [Cu 92] a donne des exemples d'algebres 
normees de d.l.g. (absolument valuees completes et unitaires a gauche) de dimension 
infinie. De son cote, Rodriguez ([Rod 92] Theorem 2 p. 941) les a completement 
decrites. 

Un des resultats fondamentaux pour les algebres reelles de division lineaire, de 
dimension finie, etabli en 1958, est le suivant: 

Theoreme 2.64 (Hopf-Kervaire-Milnor-Bott). Si I'espace vectoriel reel lR n possede 
un produit bilineaire sans diviseurs de zero, alors n = 1,2,4 ou 8.D 

II est facile de voir que R est l'unique, a isomorphisme pres, ff?-algebre de division 
lineaire de dimension 1. D 'autre part, les K-algebres de divison lineaire de dimension 
2 ont ete " classifiees" [AK 83]. Dans le meme theme, des etudes ont ete faites en 
dimension 4 et 8 [Wr 53], [Os 62], [Cz 76], [Kai 77], [Ok 80], [00 81i, 2 ], [BBO 82], 
[AHK 86, 87, 92], [Roc 87], [KR 92], et ont donne des resultats partiels. Une R- 
algebre unitaire de division lineaire de dimension finie > 2 contient une sous-algebre 
isomorphe a dJ [Y 81], [Petr 87], cependant la determination des K-algebres unitaires 
de division lineaire de dimension 4 est encore un probleme ouvert. 

Theoreme 2.65 [Kai 77]. Les R-algebres quadratiques sans diviseurs de zero, qui 
satisfont a la propriete d'Osborn, sont de dimension finie 1,2,4 ou 8.0 
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3 Procede de Cay ley- Dickson generalise 



3.1 Les sous-algebres de dimension 4 dans une K-algebre de 
Jordan n.c. de division lineaire de dimension 8 

Soit maintenant (w, (.\.), Aj une algebre reelle de Jordan non commutative de 
division lineaire de dimension 8. L 'application 

(.,.): W x W ->• R (x, y) ^ (x, y) = -(x\y) 

est une forme trace deflnie positive qui munit W d'une structure d'espace euclidien 
(W, —(•!•))• Si u e W — {0}, on note W(u) l'orthogonal a u dans W et = \J (u, u). 

Lemme 3.1 Sit u e W — {0}, alors I 'application lineaire L* U :W —tW y h-» uAy 
est anti-symetrique par rapport a (., .) et induit une bijection f u : W(u) — > W(u). 
De plus, I 'application lineaire symetrique f£ est definie negative par rapport a (., .). 

Preuve. Le fait que L* u soit anti-symetrique est consequence de la propriete trace 
de (.|.). Pour la meme raison et d'apres la propriete 4. du Theoreme 1.49, L* induit 
une bijection /„ de W(u) dans W(u). Si y± G W(u) est un vecteur propre norme 
(||yi|| = 1) de l'application lineaire symetrique /„ associe a la valeur propre Ai, on 
a: 

Ai = Ai||i/i|| 2 
= -(Aiyi|yi) 
= -(u A (u Ayi)|yi) 
= -(uAy^uAy^ 
= —\\u A 2/ x 1 1 2 < 0. 

Done est deflnie negative par rapport a (., .). L'element u A y\ est egalement un 
vecteur propre de f% associe a la valeur propre Ai.D 

Lemme 3.2 possede au plus trois valeurs propres distinctes. 

Preuve. Si y<i est un vecteur propre (norme) de f% orthogonal aux vecteurs y\ et 
uAy\ associe a la valeur propre A2, alors le vecteur propre uAyi est orthogonal aux 
vecteurs y\ et u A y\. On construit alors une base orthogonale 

Vi,uAyi, y 2 ,uAy 2 , y 3 ,uAy 3 
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de W(u) formee de vecteurs propres de f% associes respectivement aux valeurs pro- 
pres Ai, Ai, A 2 , A 2 , A 3 , A 3 .D 



Note 3.3 Les vecteurs propres orthonormaux yi, y 2 , y% peuvent etre completes par 
les vecteurs orthonormaux 



1 . . 1 



zi = (-Ai) 2 u A y±, z 2 = (-A 2 ) 2 uAy 2 , z 3 = (-\ 3 ) 2 uAy 3 

en une base orthonormee de W(u). On designera par vect{xi, . . . , x n } le sous-espace 
vectoriel de A engendre par des elements xi, . . . , x n de A.O 



Remarque 3.4 Si A est une valeur propre de f%, alors le sous-espace propre corre- 
spondant E\ est de dimension 2, 4 on 6 et se decompose en somme directe orthogo- 
nale de sous-espaces de dimension 2 stables par f u .D 



Lemme 3.5 i7 existe des vecteurs orthonormaux u ,v G W tels que v soit un 
vecteur propre de et u soit un vecteur propre de f% associe a la meme valeur 



propre. 



Preuve. Soit S = {x e W : | \x\ \ = 1} la sphere unite de W et soit H l'application 

S x S ->■ R + (x,y) h-> \ \x A y\\. 

L'application H est continue sur le compact S x S et il existe uo,vo G S tels 
que ||u A fo|| = sup H(S x S). Selon la Note 3.3, il existe une base orthonormee 
Hi, z i, y 2 , z 2 , 2/3, z 3 de W(u ) pour laquelle la matrice de f uo s'ecrit: 



1 
(-Ai) 



■(-Ai)' 




V 



\ 



f-A 2 



-A 2 ) 




f-A, 



-As)' 




ou les Xi < 0, i — 1, 2, 3. Si v — J2i<i<3( a iUi + Pi z i) est un element arbitraire de S, 
on a: 



Ki<3 
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\\fu (v)\\ 2 = - £ xM + tf) 

l<i<3 

< sup{-A, : 1 < i < 3} K 2 + A 2 ) 

l<i<3 

= sup{— Aj : 1 < i < 3} := —A. 

Ce qui montre que la borne superieure de H est atteinte sur les vecteurs normes 
du sous-espace propre E\ de f Uo associe a plus grande, en valeur absolue, valeur 
propre. En effet, v ect{y io , z io } := E est stable par f UQ et si v = a io y io + (3 io z io est 
un vecteur norme arbitraire de E, alors fu (vo) = &i (— X)^z io — /3 io (— A)2?/j i.e. 
1 1/« (^o) 1 1 2 = ~K a i + Pi ) — —X. Par consequent v est un vecteur propre de f% et 
les memes considerations sont valables pour f vo . Ceci etablit la premiere partie du 
Lemme. Comme \\uq Avo\\ = —A, la deuxieme partie est egalement etablie.D 

Remarques 3.6 . 

1. La borne superieure de H est atteinte en fait sur le compact 

{(u,v) eS x S : (u,v) = 0} = S x 5n(.,.)- 1 {0} := U 

et on a: sup H(S x S) = sup H{U) = \ \uoAv \ \ := M. D'autre part, il existe 
(ui, v i) G U tel que inf H{U) — \ \u\ A v\ \ \ :— m > 0. 

La sous-algebre R[u ,vo] de A engendree par -u et v a pour base 
{1, u , v , w }, oil w = (— \)~^u Avq, et est isomorphe a Hrf 2 ) — \ ) : 





1 


u 


vo 


W7 


1 


1 


Uq 


vo 


w 




U 


-1 


v^A w 


-v^A w 


^0 




-\^\ w 


-1 




W 


w 


v^A v 




-1 



Par analogic, on a R[u!,vi] ~ E* - ^. 

5i (m, i>) 6 [/ ou u,v G i>], on a ff?[ix, i>] = K[-u ,t>o] — ff^ +2 ■* ie. 
||wAu|| = M.D 

On obtient le resultat suivant: 
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Theoreme 3.7 Soit A une R-algebre de Jordan non commutative de division 
lineaire de dimension 8. Alors A contient une sous-algebre de dimension 4, iso- 
morphe a E< A) oil A G R - {§}.□ 

Remarque 3.8 Les algebres reelles de d.l. de dimension 8 que nous connaissons 
contiennent une sous-algebre de dimension 4, mais nous ne savons pas encore si 
toutes les R-algebres quadratiques de d.l. de dimension 8 contiennent une sous- 
algebre de dimension 4. Cette question est apparemment un probleme ouvert.O 

Theoreme 3.9 Soit A une R-algebre de Jordan non commutative de division 
lineaire de dimension 8. Alors les deux proprietes suivantes sont equivalentes: 

1. A satisfait a la propriete d'Osborn. 

2. Deux sous-algebres de A, de dimension 4, sont isomorphes. 

Preuve. Nous utilisons, pour la demonstration, les notations du Lemme 3.5. 

2) =>• 1). Les sous-algebres Hrf +2 ^ et ff^ - ^ (Remarque 3.6 1)) sont isomorphes si et 
seulement si m = M ([Roc 87] p. 42). Ainsi, pour tout (u,v) 6 U, on a m = \\uAv\\ = M 
i.e. la sous-algebre R[u, v] est de dimension 4. Done A satisfait a la propriete d'Osborn. 

1) =>- 2). Soit v = J2i<i<3( a iVi + Pi z i) un vecteur norme de A tel que (uq,v) G U, alors 
v e * fu (. v ) = J2i<i<3 ^i( a iVi + PiZi) son t colineaires, car no et v satisfont a la propriete 
d'Osborn: uq A (v A (uq Ad)) = v A (uq A (v A u )) = 0. Done admet une unique 
valeur propre, et on a: M = \\uq A vq\\ = \\uq A v\\. Soit maintenant (u,v) £ U, il existe 
v' € W(u) fl R[uo, vq] — {0} et u' £ W(v' ) n R[uo,vq] — {0}, qu'on peut choisir normes, et 
on a 

M = \\u' Q Av' Q \\ (Remarque 3.6 2) 
= 1 1 A i?o 1 1 car (n, v' ) £ U 
= \\u A v \\. 

j l+M 

Done R[u,v] ~ Ifr 2 > I'unique, a isomorphisme pres, sous-algebre de A de dimension 
4.D 

Nous avons besoin, pour la suite, des deux resultats preliminaires suivants: 
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Lemme 3.10 Soit A € K et soit D une K-algebre pour laquelle il existe un element u tel 
que L u -R u ^ 0. Alors £>W est commutative si et seulement si A = r>. 

Preuve. Pour tout x 6 D, les operateurs de multiplication a gauche et a droite par x 
dans L>( A ) sont: L { X X) = XL X + (1 - X)R X et R {X) = XR X + (1 - \)L X . On a 

LW-RW = (2X-1)(L X -R X ). 

Done est commutative si et seulement si A = |.D 



Lemme 3.11 Soient X, fi £ K et D une K-algebre alternative pour laquelle il existe un 
element u tel que (L u — R u ) 2 / 0. Alors est alternative si et seulement si X = ou 

1. Si, de plus, D est cayleyenne, on a ~ si et seulement si X = fi ou X = 1 — //. 

Preuve. Nous utilisons, pour la demonstration, les notations du Lemme 3.10. On a 

L<$ = XL x2 + (1 - X)R x2 
= AL 2 + (1-A)i? 2 



et 



Done 



(4 A )) 2 = X 2 L 2 X + 2A(1 - X)L X R X + (1 - X) 2 R 2 X . 



4 A 2 } -(4 A )) 2 = (X-X 2 )L 2 x -2X{l-X)L x R x + X(l-X)R 2 
= A(l — X)(L X — R. 



X 

2 



De meme R^ — (Rx^) 2 = A(l — X)(R X — L x ) 2 . Ainsi, est alternative si et seulement 
si A = ou A = 1. 

Soient maintenant A, fi G R que Ton peut supposer, en vertu du Lemme 3.10, distincts 
de \, alors ~ I)W ^ (flW) 2m_1 = D ( ^^ ) ~ (flW) V1 = D alternative . 

Done A 2 1 ^ 1 = ou 1 i.e. A = /i ou A = 1 — /i. La reciproque, de cette derniere proposition, 
est consequence de la Remarque 1.57 3).D 



Theoreme 3.12 Les uniques R-algebres de Jordan non commutatives de division lineaire, 
de dimension finie < 4, sont a isomorphisme pres R, (V oulH< x \ A / \. Be plus ^ A) ~ 
ff^, A,/x ^ sz ef seulement si X = fi ou X = 1 — /i. 

Preuve. ([Roc 87] p. 42). □ 
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Theoreme 3.13 Les uniques R-algebres de Jordan non commutatives sans diviseurs de 
zero, qui satisfont a la propriete d'Osborn, sont de dimension finie 1, 2,4 ou 8 et a isomor- 
phisme pres R,(U, £?W ou ®( x \ A / \. De plus £>W ~ D = H ou(D et\ii^\ 

si et seulement si A = \x ou A = 1 — \x. 

Preuve. Une telle algebre A, est unitaire quadratique de division et est de dimension 
finie 1,2,4 ou 8 (Theoreme 2.65). Le Theoreme 3.12 permet de supposer que A est de 
dimension 8, et l'on designe par 1H^ X \ A ^ \ la classe d'isomorphisme des sous-algebres de 
A de dimension 4. L'algebre A^ 2X -^ est de division lineaire (Proposition 1.47), et si x,y 
sont deux vecteurs non nuls orthogonaux de A, on a 

R A (->^)[x-,y\ = {Ra[x, yfj^ 2X ~^ Lemme 1.3 
= H associative . 

i A \ 

D'apres le Theoreme d'Artin, A K ^-^' est alternative, et d'apres le Theoreme d' Albert, 
/&£=d ~ Q i.e. A = (jS^^ W ~ fflW.D 

Proposition 3.14 5oit A = (w,(.|.),a) une R-algebre de Jordan non commutative de 
division lineaire, de dimension 8. Si B est une sous-algebre de A, de dimension 4 telle que 
B ± B ± C B. Alors il existe (no, xq) £ 6x B 1 - tel que uq et xq engendrent une sous-algebre 
de A de dimension 4. 

Preuve. Si x £ S(B- L ), alors Papplication /J induit une bijection g x : B HW — > B C\W 
symetrique. Si Xi, i = 1, 2, 3 designe une base orthonormee de B n W formee de vecteurs 
propres de g x associes respectivement aux valeurs propres Xi, i = 1,2, 3 alors les vecteurs 
xi, x[, X2, x' 2 , Xs, x' 3 oil x\ = (— Aj) _ 2x A Xi constituent une base orthonormee de W(x) 
formee de vecteurs propres de f% associes respectievement aux valeurs propres 

Ai, Ai, A2, A2, A3, A3. 

Soit maintenant u un element de S(B n W), alors Papplication f u induit une bijection 
h u : B L — > B 1 - anti-symetrique. Si yi,Zi ou i € {2,3} designe une base orthonormee de 
B ± formee de vecteurs propres de h^, avec Zi = (— ui)~2u a yi, associes respectivement 
aux valeurs propres fx±, ui, ^2,^2, on peut la completer en une base de W(u) formee 
de vecteurs propres de /„, par des vecteurs orthonormaux yi, z\ de B orthogonaux a u, 
avec Z\ = (— ui)~2u A yi, associes a la valeur propre ui. 

Soit maintenant H Papplication continue S(BnW) x S(B ± ) — > R + (u,x) >->■ ||uAx||, 
il existe (uq,xq) € S(B n W) x 5(5-*-) tel que sup if = \\uq A xq||. On utilise alors les 
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notations precedentes pour les elements propres de h\ et g XQ . Si x G S^ -1 )) il existe des 
scalaires ai, bi ou i G {1, 2}, avec J2i<i<2( a l + bj) = 1, tels que x = Xa<;< 2 (ai?/j + bjZj) et 
on a u Ax = Ei<i<2 («i(-A*i)^ - bi(-m)%y^. Ainsi 

IK A x\\ 2 = Y, (-Vi)( a i+bi) 

l<i<2 

< sup {-Hi). 

l<i<2 

Done xo est un vecteur propre de associe a la plus grande, en valeur absolue, valeur 
propre. 

Soit maintenant u G S(BC\W), il existe des scalaires 7$, i G {1, 2, 3} avec X)i<i<3 7^ = 1) 
tels que u = J2i<i<3H x i, et on a x A u = Ei<i<3 7?(-Ai)^x-- Ainsi 

Iko A n|| 2 = ^ (-Ai)T? 

l<j<3 

< sup (-Aj). 

l<j<2 

Done uo est un vecteur propre de g Xo associe a la plus grande, en valeur absolue, valeur 
propre. Les vecteurs uq et xq engendrent alors une sous-algebre de A de dimension 4.D 



3.2 Procede de Cayley-Dickson generalise 

Procede de Cayley-Dickson generalise 3.15 Soit (B,t) = (w,(.\.),A^j une K- 
algebre cayleyenne et soient 7, a, (3,5, 9 G K avec 7 7^ 0. Alors le produit 

(x, y)(x', y') = (x. a x' + ^([x, y'\ + [y, x'}) + -ytfy, yx 1 + y'x + 5 -[y> ', y] + 9 -[x' , x]) 

munit I'espace vectoriel Bx B d'une structure de K-algebre cayleyenne associee d la mime 
forme bilineaire symetrique (^(x,y), (x' ,y')j = (x|x') + j{y\y'), que celle de Vextension 
cayleyenne E^{B) de (B,t), d'indice 7. On Vappelle extension cayleyenne "generalisee" 
de (B,t), d'indice (7, a, /3,5,0) et on note E^ :Ct ^ : s,e(B). Les algebres -E 7 , Q) o,5,o(-S) e ^ 
£7,1,0,5,0 (B) notees respectivement E J>aj s(B) et E 1% s(B).n 
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Remarques 3.16 . 

1. L'application B^ — > E~ ua ^^^{B) x \-¥ (x, 0) est un monomorphisme d'algebres. 

2. E^ :Ctj is : s : e(B) = E-y(B) si et seulement si a — l = f3 = 5 = 6 = 0ouBest 
commutative. 

3. Si le polynome X 2 + 7 possede une racine uj, dans K, alors l'application 

E-y, a ,i3,6,e(B) -»• E_ lfiltPu -i tSu -i teu {B) (x,y) ^ {x,uy) 
est un isomorphisme d'algebres. 
4- L'operateur L 2 Q ^ de E^ :aj /s : s,e{B) := A est une homothetie, egale d 7/4 

Proposition 3.17 Soient (B,t) une K-algebre cayleyenne, j,a,(3, 8,9 G K, avec 7 7^ 0, 
et A Vextension cayleyenne generalisee de (B,-) d'indice (7, a, ft, S, 0). Alors 

1. A est associative si et seulement si B est associative et commutative. 

2. Si (3 = 76* et a 7^ \, alors A est flexible si et seulement si B est flexible. 

Preuve. . 

1. Si A est aassociative, alors pour tous x,y G B, on a 

(0,0) = ((x,0),(0,l),(y,0)) 

= (^[x,y-y],[x,y]) 

i.e. B est commutative, et on a A = E 1 {B). Par consequent B est associative. 
Reciproquement, si B est associative et commutative, alors A = E^{B) est associa- 
tive. 

2. On suppose que a 7^ \. Si A est flexible, alors pour tous x, y G B, on a 

(0,0) = ((x,0),(y,0),(x,0)) 

6 

= \{x,y,x) {a \ -{[y,x]x + [x,x a y] - [x,y]x - [y. a x,x])j 

oii (x,y,x)( a ) designe l'associateur de x,y et x dans B^ a \ Done B^ est flexible et, 
comme a 7^ \, B est flexible. 

On suppose maintenant que (3 = 76* et (5,t) flexible. Soient alors (x, y), (x',y r ), 
(x",y") trois elements de ^4 et (.|.), (., .) respectivement la forme trace associee a B 
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et la forme bilineaire symetrique associee a A. En utilisant les trois identites de la 
Remarque 1.57 2), on a 

((x,y)(x',y'),(x",y")) = 

(x. a x' + -{[x,y'\ + [y,x']) + jy'y | x") + 7^ + y'x + ^[y', y] + ^[x',x] | y") = 

(x I x' a x» + ^[ y \x»} + ^W\x'\ +1 ry')+l(y I \w\y'\ + 9 -[x\x»}+x"y'+x'f') = 

( x I a/. a x"+^([a/,y n ]+\3/,x n ])+^ri/)+l(y I y'x n +y"x' + + 9 -[x\x'}) = 

((x,y),(x',y')(x",y")) 

Done A est flexible. □ 
Remarques 3.18 . 

1. Si B est une K-algebre des quaternions, de division, alors Valgebre E^ a ^^fi{B) 
est alternative si et seulement si a = 1 et {3 = 5 = 6 = 0. 

2. Si (3 / 7$, alors E 1 ^ a ^^^{B) n'est pas necessairement flexible. En effet, Valgebre 
reelle cayleyenne £?-i,i,o,o,i (H) n'est pas flexible. □ 
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3.3 Automorphismes et derivations des algebres obtenues 
par le procede de Cayley-Dickson generalise 

Proposition 3.19 Soient (B,t) une K-algebre cayleyenne, 7, a, (3, 6,8 G K, avecj 7^ 0, et 
A {'extension cayleyenne generalisee de (B,-) d'indice (7, a, f3, 5, 9). Si d est une derivation 
de B qui commute avec I'involution T , alors I'application Dq : A — > A (x,y) i-> (dx,dy) 
est une derivation de A. Si, de plus, les derivations de B commutent avec I'involution -, 
alors I'application Der(B) — > Der(A) d i-> Dq est un monomorphisme d'algebres de 
Lie. 

Preuve. Soient (x,y), (x',y') deux elements de A, on a 

D d ({x,y){x' ,y'j) = (d(x. a x' + ^{[x, y'\ + [y, x'\) + 73ft/), d(y¥ + y'x + 6 -[y> , y] + °-[x' , x})) 

= [{dx). a x + x a dx + ^{[dx, y'\ + [x, dy'\ + [dy, x'\ + [y, dx'\) + jdy'y + yy'dy, 

(^)x'+^+(ay0x+y , ax+^([ay^y] + [y^a|/]) + ^([5x^x] + [x^ax])^ 

= (dx, dy)(x',y') + (x, y)(dx', dy') = (Dq{x, y)) {x' , y') + {x, y)D d {x' , y'). 
On dira que Dq est une extension naturelle de d a A.D 

Proposition 3.20 Soit (B,-) une K-algebre cayleyenne des quaternions, de division. 
Alors les derivations de B commutent avec I'involution t . Si, de plus, j,a,S G K, 
avec 7(5/0 et a ^ \, alors toute derivation de E ia ^(B) est une extension naturelle 
d'une derivation de B, qui commute avec I'involution t, i.e. Der(B) — > Der^E J:aj s(B) S j 
d i->- Dq est un isomorphisme d'algebres de Lie. 

Preuve. Les derivations de B sont interieures (Theoreme 1.21) de la forme L x — R x , 
x £ B, done commutent avec t . On suppose maintenant <5 7^ 0. Si D est une derivation 
de E ljQ , : s(B), il existe d,fe Endx(B) et xq, yo G B tels que (a, 0) = (da, /(a), pour tout 
a G B, et D(0, 1) = (xo, yo)- Ainsi, pour tous a, 6 € B, on a 

£>(a,6) = £)((a,0) + (6,0)(0,l)) 

= £>(a, 0) + (D(b, 0)) (0, 1) + (b, 0)D(0, 1) 

= (5a, /(a)) + (56, /(6))(0, 1) + (b, 0)(x ,y ) 

= (da + 1 f{b) + b. a x ,f{a) + db + y b). 

L'egalite L>((a, 6)(c, d)) = L>((a,6))(c,d) + (a,b)D(c,d) donne: 
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1. d € Der(B^), en faisant 6 = d = 0. 

2. f(a. a c) = f(a)c + f(c)a, en faisant 6 = d = 0. 

3. 7/(60) + (6c) a x = 7f(b). a c + t/(c)6 + (6. a x ) Q c, en faisant a = d = 0. 

4. £(6c) = (S6)c + bdc + f [/(c), 6], en faisant a = d = 0. 

5. ~/d(db) + ^/([d, 6]) + §[d, 6] Q x = ~/(ddb + dd.b + {y + y )db) , en faisant a = c = 0. 

6. 7 f(db) + ld[d,b] + ly [d,b] = 

d( 7 /(6) + 6 a x ) + ^[d, 96 + y h] + + *o a d) + 5 -[dd + y d.b], 

en faisant a = c = 0. 
De plus £>(1,0) = (0,0) donne 

7. ai = /(i) = o. 

Le fait que a soit distincte de \ et 1. montrent que d G Der(B). Ainsi, en faisant 6=1 
dans 4., il resulte 

1'. dc = dc et | [/(c), 6] = 0. Comme B est centrale et 5 / 0, on a 
2'. /(B) C 

Soit maintenant a un vecteur de B, il existe un vecteur c de B lineairement independant 
a a. Les egalites 2. et 2'. entrainent alors que f(a) = 0, et on deduit de la seconde egalite 
de 7. que / = 0. De 5. et 6. il resulte que xq et yo sont des vecteurs et on obtient, en 
faisant (6, d) = (1, 1) dans 5. et 6. puis d = 1 dans 7., l'egalite [|yo + (1 — a)xo,b] = 0. 
Done |yo + (1 — oO^o = 0, et en faisant (6, c) = (l,xo) dans 3., on obtient 2xq = i.e. 
^o = 2/o = 0. Ainsi D = Dq.O 

Remarque 3.21 On a 

P| kerD= f] kev Dq = K x K.U 

DeDer(E^ aiS (B)) d^Der(B) 



Corollaire 3.22 L'inclusion Der(lH) C Der(E_ l!a>5 (B)j a lieu pour tous reels a, 5. Si, 
de plus, ol^\ et 5 / 0, on a l'egalite: Der{B) = Der(^E_ l a s(lH)^ .□ 
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Proposition 3.23 Soient B = \ V, (.|.),Aj une K-algebre des quaternions, de division, 
7, a, 5 G avec 7 7^ 0, ei soii A V extension cayleyenne de B d'indice (7, a, 5). On 
suppose que 5 7^ et a 7^ \. Alors K x {0}, {0} x K, V x {0} et {0} x V sont des 
sous-Der (A) -modules irreductibles de A (leur somme directe). 

Preuve. D'apres la Proposition 3.20, Der(A) = {Dg : d G Der(B)}, ainsi les sous- 
modules K x {0} et {0} x K sont annules par les elemenst de Der(A). D'autre part, comme 
les derivations de B sont interieures, et vu que V est dimension 3 sur K, ces derivations 
ne laissent invariant aucun sous-.Der(-B)-module propre de V. Done les derivations Dg ne 
laissent invariant aucun sous Der(yl)-module propre de V x {0} ou de {0} x V. Ces deux 
derniers sont a leur tour des sous-L>er(^4)-modules irreductibles de A.D 

Proposition 3.24 Soit B = (v, (.|.), Aj une K-algebre cayleyenne et soient 7, a, (3,5,8 G 
K, avec 7 7= 0. Si f est un automorphisme de B qui commute avec I'involution alors 
I 'application : E^ j01 ^ : s : q{B) — > E-y )Ct ^^fi{B) (x,y) 1— > (f(x),f(y)) est un auto- 

morphisme. Si, de plus, les automorphismes de B commutent avec I'involution -, alors 
V application Aut(B) — > Aut^E^^p^fliB)*) f ®f es ^ un monomorphisme de groupes. 

Preuve. Soient (x,y), (x',y') deux elements de E^ ja ^^g(B), on a 

<S> f ((x,y)(x',y')) = (f(x a x' + ^([x,y'} + [y, x'}) + ^y), f(y¥ + y'x + S -[y' , y] + °-[x' ,x])) 
= (f(x) a f(x') + £([/(*), f(y')] + [f(y), f(x')}) + 7 7(i7)/(y)), 

f{y)W) + f{y')f{x) + \[f{y\f(y)] + §[/(*0, /(*)])) 

= (f(x),f(y))(f(x'),f(y')) 
= <f> f (x,y)<f> f (x',y'). 

On dira que $/ est une extension naturelle de / a E ljCl ^^fi{B).U 

Lemme 3.25 Soient A et B deux K-algebres et <I> : A — > B un isomorphisme d'algebres. 
Alors pour toute derivation d de A, QdQ" 1 est une derivation de B et V application 
Der(A) — > Der(B) d i-> <E><93> -1 est un isomorphisme d'algebres de Lie. Si, de plus, 
A = (V,(.|.), x) et B = (w, (., .), sont quadratiques, alore $(1) = 1 et ®(V) = W. 

Preuve. Pour tous x,y G A, on a &(xy) = i.e. = ^L x ^ _1 . 

Soient maintenant d G Der(A) et x G B, on a 

[$d<S>-\L x ] = [$a$- 1 ,$L $ -i (:r) $- 1 ] 
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i.e. ^d^ 1 G Der(B). Done l'application H : Der(A) ->■ Der(B) d (->■ $9<I> _1 est bien 
definie et on verifie facilement que e'est un isomorphisme d'algebres de Lie. Si A et B 
sont quadratiques, alors $>(1) = 1 et si x G V, on a <I>(a;) 2 = <E>(x 2 ) = x 2 G if 1. Si, de 
plus, $(ar) G if 1, alors x est colineaire a 1, car $ est injective. Done $>(V) C W, et on a 

s-^w) c y i.e. = iv. □ 

Proposition 3.26 Soit (B,t) = (v,(.|.),x) wne K-algebre cayleyenne des quaternions, 
de division, 7, (5 G if, awec 7 / e£ soii ^4 V extension cayleyenne de B d'indice (7, 5). 
yl/ors Zes automorphismes de B commute avec ['involution - 5i, de plus, 6^=0, alors tout 
automorphisme de A est une extension naturelle d'un automorphisme de B qui commute 
I'involution t, i.e. Aut(B) — > Aut(A) f 1— > <E>j est un isomorphisme de groupes. 

Preuve. Les automorphismes de B sont interieurs d'apres le Theoreme 1.20 de Sckolem- 
Noether, de la forme L x -iR x = LxR x , x G B avec xx = 1. Done commutent avec t . On 
suppose maintenant 5 7^ 0. Si $ est un automorphisme de A, alors <I> _1 .D<J> G Der(A) pour 
toute derivation D de A, et on a S^D^O, 1) = (0,0) i.e. D$(0, 1) = (0,0). Ainsi 

$(0,1) G p| kerD = ifxif. 

DeDer(A) 

Comme $(0, 1) est un vecteur, il existe a G if tel que $(0, 1) = (0, a), et on a: 

(7,0) = $( 7 ,0) 

= *((o,i) 2 ) 
= (*(o,i)) 2 

= (0,a) 2 
= (7« 2 , 0). 

Done $(0,1) = ±(0,1). 

D'autre part, il existe /, g G Endx(B) tels que 5>(a, 0) = (f(a),g(a)) pour tout a £ B. 
Ainsi, pour tous a,b £ B, on a: 
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1. 

3(a,6) = 3((a,0) + (6,0)(0,l)) 
= 3(a,0) + 3(6, 0)0(0,1) 
= (/(a) +e 75 (6), 5 (a) +e/(6)). 

De plus 

2. (/(l),a(l))= 3(1,0) = (1,0). 

3. /(F) C V, g(B) C V (d'apres 1.). 

On en deduit que /(a) = /(a) et o(a) = a(a) = —g{a) pour tout a G -B, a l'aide de quoi 
l'egalite $(- 7 (a,0)(6,0) + (0,6)(0,a)) = - 7 3(a, 0)3(6, 0) + 3(0, 6)3(0, a), pour a, 6GB, 
donne ^-g([a, 6]) = 0, i.e. g = 0. On en deduit de 1., et en tenant compte de du fait que 
B est de dimension finie, que / est bijective. L'egalite 3^(0, 6)(0, c)) = 3(0, 6)3(0, c) ou 

6,c G B, donne alors ( 7 /(c6), f /([c,6])) = ( 7 /R/(6), f [/(c), /(&)]) . Ce qui montre que 
/ est un homomorphisme d'algebres et e = l.D 

Corollaire 3.27 Soit 8 un nombre reel arbitraire. Alors Aut(lH) C Aut(^E_i $(H)^J . Si, 
de plus, 8 / 0, on a l'egalite: Aut(H) = Aut(E_^ 8 {JH)\.U 



Theoreme 3.28 Soit (B,-) une K-algebre cayleyenne des quaternions, de division, 
7 , 7 ',<5, 8' G K, avec 77' 7^ tels que les deux polynomes X 2 + 7 ef X 2 + 7' possedent 
respectivement une racine oj et uj' dans K. Alors Ey t s'(B) ~ E 7j $(B) et seulement si 
5'uj = ±Slo'. 

Preuve. On peut supposer 88' 7^ 0, en vertu de la Remarque 3.18 1), et on a Ey^i(B) ~ 
E 1 ^{B) si et seulement si E_ luj i-igi(B) := A' ~ E_i u -ig(B) := A d'apres la Remarque 
III 3.16 3). Soit alors 3 : A ->■ A' un isomorphisme, alors 3~ 1 D3 G Der(A), pour 
toute derivation de A'. Done D3(0, 1) = (0,0) pour toute derivation D de A' i.e. 
3(0, 1) G K t imesK. Comme 3(0, 1) est un vecteur unitaire de A', on a: 3(0, 1) = 
±(0,1). un meme raisonnement que celui dans la Proposition 3.26 montre qu'il existe 
/ G End(B), qui commute avec t, tel que 3(a, 6) = (/(a),±/(6)) pour tout a, 6 G B. 
L'egalite $((0, 6)(0, c)) = 3(0, 6)3(0, c), ou b,c G B, donne alors S'u = ±8J '.□ 

Corollaire 3.29 E_ ljS '{B) ^ E^ S {H) si et seulement si 8' = ±8.a 
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4 Classification des K-algebres de Jordan n.c. de 
division lineaire de dimension 8 



4.1 Isotopie vectorielle 

Soient (V,A) une K-algebre anti-commutative de dimension > 1, (.|.) une forme 
bilineaire symetrique definie negative sur V et <p un automorphisme de l'espace vectoriel 
V. On pose xAy = (p* (^p(x) A p(y)j , x, y € V, ip* etant 1' automorphisme adjoint de tp, et 
on designe par ^V, (.|.), Aj , et (v, (.|.), Aj respectivement, les algebres cayleyennes con- 
struites a partir des algebres anti-commutatives (V, A) et (V, A), et de la forme bilineaire 
symetrique (.|.). Nous avons le resultat cle suivant: 

Proposition 4.1 ^V,(.|.),A^ est flexible de division lineaire si et seulement si 
(v, (.|.), est flexible de division lineaire. 

Preuve. Si ^V,(.|.),A^ est flexible, alors (.|.) est une forme trace sur V, i.e. (v,(.\.),Aj 

est flexible. Si, de plus, (v,(.\.),Aj est de division lineaire, on verifie facilement que la 

propriete 4. du Theoreme 1.49 a lieu dans (v,(.\.),Aj aussi bien que dans (v, (.|.),a). 
L'implication 2) =>■ 1) s'etablit de la meme fagon.D 

Definition et remarques 4.2 . 

1. On dira que I'algebre (v, (.|.), Aj est obtenue, a partir de I'algebre A = (v, (.|.), A^ 
et de I 'automorphisme tp, par isotopie vectorielle. On la note A(p). Cette notion 
d'isotopie vectorielle est une relation d' equivalence dans la classe C n , n > 2 des 
algebres reelles cayleyennes de dimension n, dont l'espace reel V = R n ~ x des 
vecteurs associe, est muni d'une meme forme bilineaire symetrique (.|.) definie 
negative. En outre, on verifie facilement que pour toute algebre B, de cette classe, 
et pour deux automorphismes ip et tp de l'espace des vecteurs assoce a B, on a 

(£(¥>)) (YO = BW). (4.3) 

2. Les algebres reelles de Jordan non commutatives de division lineaire de dimension 
finie n = 2 et 4 s'obtiennent, respectivement, a partir deCJ et H, par isotopie vec- 
torielle. Plus precisement, de telles algebres coincident avec (U pour n = 2 et sont 
les mutations 1H^^ de H oil A € R — {^}. L'algebre IH^ X ^ n'est autre que I'isotope 
vectorielle H(<p) ou <p est I'homothetie (2A — l)s/y de l'espace V des vecteurs associe 
a I'algebre reelle H.O 
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Exemple 4.3 Soient (D = ^V,(.|.),xJ I'algebre reelle de Cayley-Dickson de division, 
A,jti € R— {^} et if I'automorphisme de V dont la matrice, par rapport a la base canonique 
{e±, . . . , e-j} de V est donnee par: 

( X' \ 

X' 

X' 

M' 

A' 

A' 

oil X' = (2/i-l)5(2A-l)3 et n' = (2/i-l)5(2A-l) _ §. Mors Q(ip) = (£_i(e< A) )) M .D 

Nous donnons maintenant un resultat important, qui constitue egalement un exemple: 

Proposition 4.4 Les algebres reelles E_i§(lH) ou < 5 < 2 s'obtiennent, a partir de 
I'algebre reelle (D = (v, ( . | . ) , x ^ de Cayley-Dickson, par isotopie vectorielle. 

Preuve. Soit a 1], alors l'endomorphisme ip de V dont la matrice, par rapport a la 
base canonique B = {ei, . . . , ej} de F est donnee par: 

/ (2a-!)- 1 (l-a 2 )l \ 



(2a -l)- 1 (1-q 2 )5 

(2a -l)- 1 (l-a 2 )5 

1 

a' a 

a' a 

a' a 



oil a = (1 - a 2 )a (a + 1) 1 (2a — 1) 1 , est un automorphisme. On pose alors A =(D(<p) et 
on obtient, par rapport a la base B, la table: 
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1 


ei 


e 2 


63 


e4 


65 


^6 


e 7 


1 


1 


ei 


e2 


e3 


e 4 


es 


ee 


e 7 


ei 




-1 


Pe 3 


-/3e 2 


es 


-e 4 


-e 7 


ee 


e-2 






-1 


/3ei 


ee 


e7 


-e 4 


-es 


e3 








-1 


e7 


-ee 


e5 


-e 4 


e 4 










-1 


ei 


e2 


e3 


es 












-1 


-e 3 - Ae 7 


e 2 + Ae 6 


ee 














-1 


-ei - Ae 5 


e 7 
















-1 



ou /3 = 2(a + l) _1 (2a - l)^ 2 > et A = (4a 2 - 1)(1 - a 2 ) 5 > 0. On considere enfin 
l'automorphisme ^ de V dont la matrice, par rapport a la base B est donnee par: 



/H 



/3e y 



La table de multiplication de l'algebre A(tp) =(D((pip), par rapport a la base B, est la meme 
que celle de l'algebre E_ ljSa (B) ou S a = A/35 > 0. De plus 5 2 = 2(1 - a){2a + l) 2 est 
une fonction, en a, continue et strictement decroissante sur ]^,1]. Elle atteint, en vertu 
du Theoreme des valeurs intermediaires, toutes les valeurs de l'intervalle 

[6l lim + <5 2 [=[0,4[.D 
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4.2 Problemes d'isomorphisme 



Note 4.5 SoitA= (V,(.|.),aJ est une R-algebre quadratique et soit f un automorphisme 
de I'espace vectoriel reel V, on designe par f I 'application a + u i— > a + f(u) A — > A qui 
est un automorphisme de I'espace vectoriel reel A. On I'appelera prolongement naturel de 
f a A.D 

Proposition 4.6 Soient A = (v,(.\.),A^ et B = (v, (.|.),A^ deux algebres reelles 
cayleyennes de la classe C n et soit f un automorphisme de I'espace vectoriel reel V. Alors 

1. Les algebres A et B sont isomorphes si et seulement si elle sont isometriquement 
vectoriellement isotopes. 

2. f € Aut(A) si et seulement si A(f) = A et f est une isometrie de I'espace euclidien 

(v,-(.|.))- 

Preuve. . 

1. Soit g : A — > B un isomorphisme d'algebres et soient x, y G A. On a: 

{x\y)+g{xAy) = g((x\y) + xAy^J 

= g{xy) 
= g{x)g{y) 

= (g{x)\g(y)) + g{x) Ag(y). 

Done ((g(x)\g(y)) = (x\y) et g(xAy) = g{x) A g(y) i.e. g est une isometrie de 
I'espace vectoriel A qui est prolongement naturel d'une isometrie go de I'espace 
euclidien (V, — {■]■))■ De plus, pour tous x,y G V : 

xAy = g 1 (g (x) A g (y)) 
= 9o(9o( x ) A <7o(y)) 

i.e. A = B{g Q ). 

Reciproquement, si A = B(h) oil h est une isometrie de I'espace euclidien 
(V, — (.|.)), alors le prolongement naturel h, de h a R © V, est un isomorphisme 
de l'algebre A dans l'algebre B. 

2. La proposition 2. est consequence de 
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Lemme 4.7 L'application f : E-\-s{M) — > E-i j $(1H) (x,y) >->■ [x,—y) ou 5 £ R est 
un isomorphisme d'algebres. En particulier, E-i t s{H) et E-\^{tI) sont vectoriellement 
isotopes. 

Preuve. Soient x,y,x',y' € H, on a 

f((x,y)(x',y'j) = f(xx'-y'y,yx' + y'x--[y',y]j 

= (z,-y)(a/,-y') 

Corollaire 4.8 Xes algebres reelles E_i ${lH) oil \5\ < 2 s'obtiennent, apartir de Valgebre 
reelle (D de Cayley-Dickson, par isotopie vectorielle. 

Preuve. Le Lemme 4.7 et l'egalite (4.3) dans (4.2 1)) permettent de supposer 8 > 0. 
La Proposition 4.4 acheve alors la demonstration. □ 

Proposition 4.9 Soit (D = (v, (.|.), Valgebre reelle de Cayley-Dickson et soit ip un au- 
tomorphisme de I'espace vectoriel V. Alors les deux proprietes suivantes sont equivalentes: 

1. (D{ip) =0. 

2. <pe G 2 . 

Preuve. L'implication 2) =>• 1) est consequence de la Proposition 4.6 2). 
1) =>- 2). On note (D((p) = (v,(.\.),Aj et, pour tous x,y G V, on a 

tp*((p{x) x y>(y)) = xAy = xxy. 

Si xi, . . . ,xj est une base orthonormee de V formee de vecteurs propres de (ftp* associes, 
respectivement, aux valeurs propres Ai, . . . , A7, alors: 

1. Xi > 0. 

2. (ip*(xi)\ip*(xj)) = —XiSij ou Sij est le symbole de Kronecker. 

3. ip*(xi) x <p*( x j) = Xi\j<p*(xi x Xj). 
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On suppose i / j et on a 

(p*(\iXi X ip(f*(Xi X Xj)) 



<p*(xi) A f* (xi x xj) 

tp*{Xi) X if* (Xi X Xj) 

(Xi\j)^ 1 (p*(xi) x ^<p*(xj) x tp*(xj)) d'apres l'egalite 3. ci-dessus 
(AiAj)- 1 ^*^)) 2 ^*^-) 



= — A - 99* (xj) d'apres l'egalite 2. ci-dessus 
= ip*(—X~ 1 Xj) 

= tp*(\iXi x (AjAj) _1 (xi x Xj)). 
Done AjXj x Lp(p*(xi x Xj) = AjXj x (AjAj) _1 (xj x Xj) et on a: 



(4.4) 



Lptp*(xi x Xj) = (AjAj) Xj x Xj. 

Par consequent Xj, Xj x x±, . . . , x\ x X7 est une base orthonormee de V formee de vecteurs 
propres de ipip* associes, respectivement, aux valeurs propres Xi, (AjAi) -1 , . . . , (XiX^)^ 1 . 
Si k 7^ i,j l'egalite (4.4) montre que 

ipip* {{xi x x k ) x (xi x Xjfj = ((AjA fc ) _1 (AjAj) _1 ) (x, x x k ) x (xj x Xj) (4.5) 

et Ton distingue les deux cas suivants: 

Premier cas. Si les vecteurs propres Xj et Xj x xj, ne sont pas orthogonaux, done associes 
a la meme valeur propre, on a Aj = (AjAfc) -1 . 

Deuxieme cas. Si x% et Xj x x k sont orthogonaux, on a: 

((Xj X Xfe) X (Xj X Xj)) I x Xfe,Xj x Xj orthogonaux ) 

= — ^(xj(xjfcXj)xj I XkXj^j Identite moyenne de Moufang) 
— i^ipiip^k-^j) I •Ei(pk~Cj)^ 

= — (xi x (xfe x Xj)) (xi,Xk x Xj orthogonaux ). 

Done les deux vecteurs propres (ijXXfc) x (xj xxj) (4.5) et x^xxj ne sont pas orthogonaux, 
done associes a la meme valeur propre, et on a (AiAfc) _1 (AjAj) _1 = (AjAfc) -1 . 

Dans les deux cas (AjAjA^) 2 = 1 et comme Aj > 0, d'apres l'egalite 1., on a ipip* = Iy. 
Ainsi <p G G 2 .D 
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Corollaire 4.10 Soit (D Valgebre reelle de Cayley-Dickson et soient <p,ip deux automor- 
phismes de I'espace vectoriel reel R 7 . Alors: 

1. (D(ip) ~ Q si et seulement si ip £ 7 {R) (le groupe des isometries de I'espace 
euclidien R 7 ). 

2. (D(ip) =(D(ip) si et seulement si ipip^ 1 G 

3. (D{tp) ~ (D(ip) si et seulement si il existe f G 7 (R) tel que ^pfip~ l € G 2 . 



1. / (p :(D(ip) -^-Q est un isomorphisme. 

I II existe / G 7 (R) tel que (D(<pf) = (D et on a <pf G 7 {R). Done = 



Preuve. 



(v?/)/" 1 e 7 (R). 



2. On a 



(fi/j- 1 e G 2 <^> fi>(^V X ) =fi> Proposition 4.9 



^ <%,) = (fi)(^ 1 ))W=^W- 



3. On a 



(Z%) ~©(^) II existe f <E Q 7 (R) 




II existe f <E 7 (R) 
II existe f £ O r (R) 
II existe / G 7 (R) 



(D(ip) =oy>f) 

q(<p) =<w _1 ) 



(p ftp 1 G G2 (proposition 2. precedente) .□ 
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4.3 Theoreme de classification 



Soient A = \W,(.\.), AJ une K-algebre de Jordan n.c. de division lineaire de dimen- 
sion 8 et soit B une sous-algebre de A de dimension 4. II existe une base orthonormee 
{1, u, y±, zi} de B que Ton peut completer, selon la note 3.3, en une base orthonormee 
B = {1, it, yi, zi,y2, 22, 2/3, 23} de A telle que 

u A 2/i = aiZi, u A Zi = —diyi, i = 1,2,3 et 2/1 A z\ = a\u 

ou les a,i sont des parametres > 0. II existe egalement des parametres 

bJiji TTij, Otijki Pijki Ifijki Vijki ^ijki l^ijk 

ou i, j, fc € {1, 2, 3} tels que 

2/i A 2/j = OijU + ( a ijkVk + PijkZk) 

l<k<3 

yi A Zj = uJijU + ilijkVk + VijkZk) 
l<k<3 

Zi A Zj = TTijU + (XijkVk + /%fc2fc) 

l<fc<3 

La propriete trace de (.|.) et l'anti-commutativite de "A" montrent que ctij k et fiij k sont 
alternes en i, j et k, f3 ijk = -(3 jik = j jki , rj ijk = -rj ikj = X jki , % = mj = (3m = n/ ni = 
Vm = 0, w m = a i e * = si 2 7^ j. Ainsi les parametres precedents se reduisent aux 
suivants: a 1} a 2 , a 3 , «i 2 3, A23, -£132 , ?7i23, Am, -^213, %12, M123, P133, -V212, ~V3i3, 
V223, -V323, P122, -P232, /?233, qu'on note respectivement 

a, b, c, a, P, 7, /i, A, 77, a, (5, t/, 7r, p, 6*, w, 7T*, 6**, w*. 

On obtient, par rapport a la base ,6, une premiere table de multiplication de A, et on se 
limite a la partie triangulaire superieure, vu l'anti-commutativite de "A": 





1 


u 


2/1 


21 


V2 


22 


2/3 




23 




1 

u 


1 


u 

-1 


2/1 

a2i 


21 
-ayi 


2/2 

622 


22 

-by 2 


2/3 

C23 




23 

-C2/3 




2/1 

21 






-1 


au 
-1 




-02/2 - 722 + ^23 
-A2/2 - CJ2: 2 + pz 3 


-/32/2 
-??2/2 


- /"2 2 

- C>2 2 


- ^2/3 

- PZ3 


2/2 

22 










-1 


-1 




2/3 

23 














-1 




-1 
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2/2 Z 2 2/3 Z3 



tr*z 2 + ay 3 + f3z 3 -ir*y 2 + 72/3 + /^3 

7TZ 2 + Ay 3 + 7/Z 3 -7T7/2 + 0"2/3 + <^3 






ayi + Xz 1 - 8*z 2 + u*z 3 fiy x + r?zi - 6z 2 - w*2/3 
72/1 + azi + 6>*y 2 + wz 3 MZ/i + + 6*2/2 - 



^2 



2/2 
2/3 



bu + 7T*yi + 7T2i + 6**2/3 + 
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CU + Z/J/l + yOZl +L0*V2 + UZ 2 



On note i7j le sous-espace vectoriel vect{yi, Zi} pour i £ {2, 3}. 
Si (-7T 2 + 7r 2 )5 := 7r' / 0, on pose 



7r' 1 (tT2/1 - 7T*^l), 



Les vecteurs et z x sont orthonormaux et on a 

u A y[ = az[, uAy[ = -ay[, y[ A z[ = y 1 A z\ et L y / (_ff 2 ) C H 3 . 
Ce qui permet de supposer 7T* = 0. 

Si (# 2 + # 2 U :=8' ^0, on pose 



2/3 

4 



a'-l 



(#2/3 



/*^3j, 



Les vecteurs y 3 et z 3 sont orthonormaux et on a 

uAy' 3 = cz' 3 , u Ay' 3 = -cy 3 , y' 3 A z' 3 = y 3 A z 3 et L y ^(H 2 ) C vect{yi, z±, z' 3 }. 

Ce qui permet de supposer 6 1 * = et, pour des raisons analogues, = 0. On reduit ainsi 
la multiplication de A a 16 parametres: 
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1 


u 


yi 


21 


2/2 


22 


2/3 


23 


1 


1 


u 


yi 


21 


2/2 


22 


2/3 


23 


u 




-1 


azi 


-ayi 


b22 


-by 2 


C2 3 


-C2/3 


yi 






-1 


au 


ay 3 + /32 3 


72/3 + M23 


-aj/2 - 722 + ^23 


-/?2/2 - M2 2 - I^J/3 


21 








-1 


7T22 + Aj/3 + ^23 


-7TJ/2 + CTJ/3 + 5Z3 


-Aj/2 - 0-22 + p23 


-r/y2 - 5z2 - pz-j, 


2/2 










-1 


6« + 7T21 + 623 


ayi + A21 


/3yi + i)z\ - 0Z2 


22 












-1 


yyi + (T2i + 0J23 


fiyi + 52i + #2/2 - wj/3 


y.i 














-1 


cu + vyx + p2i + ujz 2 


23 
















-1 



Table 1 



Reciproquement, un calcul direct montre qu'une algebre reelle dont la multiplication 
est donnee par la Table 1 est de Jordan non commutative. 

Nous avons besoin, pour la suite, des resultats preliminaries suivants: 

Lemme 4.11 Si v = 0, alors les conditions: ^7 — a/i, /3A — at], 7A — acr > sont 
necessaires pour que V algebre A soit de division lineaire. 

Preuve. On suppose que A est de division lineaire et on distingue les deux cas suivants: 

1) Si a = 0, alors f3j 7^ et on a: 

(f3xu - cyi)(xy 2 + y 3 ) = (fibx 2 + cj)z 2 et (jxu - by 3 )(xyi + y 2 ) = (jax 2 + b\)z 1 

pour tout x G R. Comme les termes de gauche dans les deux dernieres egalites sont non 
nuls, les deux trinomes en x : (3bx 2 + cj et 70a: 2 + bX ont des discriminants negatifs, 
i.e. 07, 7 A, /3A = 7 - 2 (/37)(A7)) >0. 

2) Si a 7^ 0, on considere l'automorphisme <p de W dont la matrice, par rapport a la base 
B = {u,yi,zi,y2,z 2 ,y3,z 3 }, est donnee par: 



1 -Aa" 1 
1 



1 —7a 1 
1 



1 -f3a- 1 
1 



La multiplication de l'algebre A(ip), par rapport a la base B est donnee par la table: 
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1 


u 


2/1 


21 


2/2 




22 




2/3 


23 


1 


1 


u 


2/1 


21 


2/2 




22 




2/3 


23 


u 




-1 


azi 


-12/1 


£>Z2 




-by 2 




C2 3 


-C2/3 


yi 






-1 


au 


ays 




M'23 




-aj/2 


-/t'22 


21 








-1 


■KZ2 + 7)'Z3 


-7TJ/2 


■f cr'?/3 


+ S'z 3 


-cr'z2 + p23 


— 1?'j/2 - <5'22 - p2 3 


2/2 










-1 




- 7T21 + 


0Z 3 


aj/l 


r/21 — 022 


22 














-1 




cr'2i + UJZs 


|U'2/1 + 5 ; 2i + 0J/ 2 - WJ/3 


2/3 


















— 1 


CM + (921 + L0Z2 


23 




















-1 



Table 2 



ou p! = /U — /37a -1 , cr' = a — ^\a~ l , 7/ = 77 — /3Aa _1 , <5' = <5— (777+A/^+/3o")a _1 +2/?7Aa~ 2 . 
A(<f) etant de division lineaire, on a a' / 0, car sinon on aurait L y3 (vect{z\, Z2}) C 
fect{z3}. De plus, les egalites 

(xu + z\) [a'yi + (te + 7r)j/ 3 ^ = (&cx 2 + (bp + irc)x + u'r?' + 71-/9)213, 

(ra + yi)(-az2 + bxy 3 ) = (bcx 2 - ap')z s , et 

(xu + Z2)(-o"'yi + axy 3 ) = (acx 2 + ausx + a'p')z 3 

ont lieu pour tout x <E R. Comme les termes de gauche dans les trois dernieres egalites 
sont non nuls, les trois trinomes en x, 

bcx 2 + (bp + irc)x + a'r\ , bcx 2 — ap', acx 2 + aux + a' p 1 

ont des discriminants negatifs i.e. f3j — ap, f3\ — ar], 7A — aa > O.O 

Note 4.12 Suivant les notations de la Table 2, il existe e G {1,-1} tel que \a\ = ea, 
\p'\ = —ep', \a'\ = —ea' et |r/| = — er/'.D 

Lemme 4.13 Si v = ir = 9 = 0, alors A est division lineaire si et seulement si 

/?7 — ap, j3\ — ar], 7A — aa > et 
c(a5 — f3a — Xp + 77?) 2 + b((3j — ap)p 2 + a((3X — arfjuJ 2 < 4c(/3A — arj)(pa — j5). 

Preuve. On suppose que A est division lineaire et on distingue les deux cas suivants: 
1) Si a = b = c = 1, on distingue les deux sous-cas suivants: 
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i) On considere, en premier lieu, la meme automorphisme (p que celui du Lemme 

4.11 precedent et, en second lieu, l'automorphisme tp de W dont la matrice, par rapport 
a la base B, est donnee par: 



/ 1 



,-i 



\ 



ou 



r = 



s = 



-oT 1 ((/?7 - ap)(jX - aa)} 2 , 
— a^ 1 ((/3X — ar/)(/?7 — ap) 



On obtient la table de multiplication de l'algebre A\ = (^A(ip)} (tp) : 



ou 





1 


U 


yi 


Zl 


V2 


Z2 


2/3 


Z3 


1 


1 


u 


yi 


Zl 


V2 


Z2 


2/3 


Z3 


u 




-1 


Zl 


-yi 


Z2 


-2/2 


Z3 


-2/3 


Vi 






-1 


u 


a* 2/3 


Z3 


-a*V2 


-Z 2 


Zl 








-1 


zz 


V3 + 5*z 3 


-Z 2 + p'z Z 


-2/2 - ^Z 2 - P'V3 


2/2 










-1 


u 


a*yi 


Zl 


Z2 












-1 


Zl + u>'z 3 


yi + 5*zi - uj'y 3 


2/3 














-1 


U + p'zi + UJ'Z2 


Z3 
















-1 






a* 




-a 2 


{h- 


a(i)([3X — arj){^fX — aa) < 0, 










-a" 3 




-ap)~ l {pX 


-acq) 1 (lX- 


aa) 1 , 






/ 

P 




-apt 


((3X- 


a.rj)(iX- aaU 2 , 





oj' = — aw (/?7 — ap)(~fX — aa 
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On considere, finalement, l'automorphisme / de W dont la matrice, par rapport a la 
base £>, est: 



/ -(-a,)a 



a* 



(-a*)' 



(-a*)' 



On obtient la multiplication de l'algebre ^2 = A\(f) : 



a* 





1 


u 


yi 


Zl 


2/2 


^2 


2/3 


Z3 


1 


1 


u 


yi 


Zl 


2/2 


Z2 


2/3 


Z3 


u 




-1 


Zl 


-Vi 


Z2 


-2/2 


Z3 


-2/3 


yi 






-1 


u 


2/3 


-23 


-2/2 


^2 


Zl 








-1 


-23 


-2/3 + $*Z3 


^2 - P'^3 


y 2 - 5*z 2 + p'2/3 


2/2 










-1 


u 


2/1 




Z2 












-1 


-zi - u/z 3 


-yi + 5*zi +u'y 3 


2/3 














-1 


U — p' Zl — 0J'Z2 


Z3 
















-1 



ou 5* = (—a*) 2 <5*. On pose alors e4 = u, = 2/i et 
obtient, par rapport a la base 1, ei, . . . , e-j la table: 



ej + 4 = —Zi, i G {1,2,3} et on 





1 


ei 


e 2 


e3 


e 4 


es 


ee 


e7 


1 


1 


ei 


e2 


e3 


e 4 


es 


ee 


e7 


ei 




-1 


e3 


-e 2 


es 


-e 4 


-e 7 


e6 


e2 






-1 


ei 


ee 


e7 


-e 4 


-es 


e3 








-1 


e 7 


-e 6 + p'e-r 


e 5 + w'e 7 


-e 4 - p'e 5 - u/e 6 


e 4 










-1 


ei 


e2 


e3 


es 












-1 


-e 3 - 5*e 7 


e2 + p'e 3 + <5*e 6 


ee 














-1 


— ei + u/e 3 - <5*e 5 


e7 
















-1 
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Si p = u = 0, alors A 2 ~ E-i^*{M) et est de division lineaire si et seulement si \5*\ < 2 
([KR 92] Proposition 3.9). On a 



5* 2 <4 & a^^i^-a^^X-art^^X-aa)- 1 <4 

(a 2 5 - (77/ + Ap + /3cx)a + 2/3A7)) 2 < 4 (£7 - ap)(/3X - arj)(jX - aa) 

(a(a5 - j3a - Xp + 71?) + 2~/(f3X - ar?)) 2 < 

4(/3A — ai])(^(a 2 (ap — j5) + ^a(ad — f3a — Xp> + 777) + 7 2 (/3A — a?? 
(aS - Pa- X(i + 7??) 2 < 4(/3A - arj){ap - 7<5). 



44> 



Si / (0,0), on pose ft = (p /2 + <5* 2 ) 2 , <5 2 = (,5 2 + u/ 2 ) 2 et 



4 

4 
4 

el 

4 



^ (5*ei + p'e 4 ) sip/0(=ei si p = 0) 

^(-a/p'tf^ei +5ie 2 + u}'5*5{ 1 e A ) si p / ( = ^ 1 ((5*e 2 + u/e 4 ) si p = 0) 
(^O^ + w'e 5 - p'e 6 ) 
^ 1 (-p'ei - w'e 2 + <Te 4 ) 

S 2 1 (-uj'5*5i 1 e 3 + 5ie 5 + u/p'£f 1 e 6 ) si p / ( = 5 2 1 (-uci'e 3 + <5*e 5 ) si p = 0) 

$i l {p' e z + <^* e 6) si p / (= e 6 si p = 0) 

e 7 . 



On obtient la table: 





1 


4 


4 


4 


4 


4 


4 


1 


1 e[ 


4 


4 


el 


4 


4 


4 


4 


-1 


4 


-4 


4 


-4 


-4 


4 


4 




-1 


4 




4 


-4 


-4 


4 






-1 


4 


-4 


4 


-4 


el 








-1 


4 


4 


4 


4 










-1 


-e' 3 - e) 2 e' 7 


e 2 + ^e'g 


4 












-1 


-ei - 5 2 e' 5 


4 














-1 



Done ^4 2 ~ E_i t $ 2 (lH) et est de division lineaire si et seulement si |<5 2 | < 2. On a 
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51 = uj' 2 + p' 2 + 5* 2 

= aV(/3 7 - a/x) _1 ( 7 A - aa)- 1 + a 2 p 2 ((3\ - ar/)" 1 ( 7 A - ad)' 1 

+aV 2 (/?7 - ap)- l {J3\ - ar/)- 1 ( 7 A - aa)' 1 . 

Ainsi 

(5l < 4 a 2 (p\ - ar])uj 2 + a 2 (/?7 - ap)p 2 + a A 5 12 < 4(/3 7 - ap)((3X - cot?) (7 A - acr) 
44> (a<5 - /3a - Xp + 7 r?) 2 + (/3A - ar/)w 2 + (^7 - a/u)p 2 < 4(/3A - arj)(ap - j5). 

En tenant compte de la definition de l'automorphisme ip, du debut de la demonstration, 
A est de division lineaire si et seulement si (3X — at], ^7 — ap, 7A — aa > et A2 est de 
division lineaire. Ce qui etablit le resultat dans cette premiere situation. 

ii) a = 0. On pose y f 3 = z%, z' 3 = — 2/3 et on obtient la table 





1 


u 


2/1 


Zl 


2/2 


^2 


2/3 


4 


1 


1 


u 


yi 


Zl 


2/2 


^2 


2/3 


4 


u 




-1 


Zl 


-yi 


^2 


-2/2 


4 


-4 


yi 






-1 


u 


A/3 


^2/3 - 74 


-/3j/ 2 - /i^2 


7^2 


Zl 








-1 


W3 - A 4 


<% 3 - °"4 


-772/2 - 5z 2 + p4 


A2/2 + CT^2 - Py'3 


2/2 










-1 


-u 


/?2/i + f]z\ 


— Xzi 


Z2 












-1 


pyi + (5zi + ujz' 3 


- 7 yi - azi - uy' 3 


y's 














-1 


u + pzi + UJZ 2 


4 
















-1 



Ainsi A est de division lineaire si et seulement si /3A, /3 7 , prj — (35 > et 

(-/3<r - A/x + 7 r/) 2 + /3Aw 2 + /?7/9 2 < 4(3X(ap - j5), i.e. 

si et seulement si /3A, /3 7 , 7 A > et (— /3cr - A,u + 7 ry) 2 + /3Aw 2 + /3 7 /? 2 < A(3X(ap - j5) 
car (-/3a - A/U + 7 ??) 2 - 4 7 A(^?? - /3<5) = (-/3<r - Xp + 7 ??) 2 - 4f3X(ap - 7 <5) < i.e. 
pr]- f35> 0. 

2) Si a,b,c> 0, on considere l'automorphisme g de W-^ dont la matrice, par rapport a la 
base ,6 est: 
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/ 1 



_i 

C 2 



C 2 



On obtient la table de multiplication de l'algebre A(g) : 





1 


U 


2/1 


Zl 


2/2 


Z2 


2/3 


23 


1 


1 


u 


yi 


Zl 


2/2 


Z2 


2/3 


^3 


u 




-1 


zi 


-yi 


^2 


-2/2 


^3 


-2/3 


Vi 






-l 


u 


«02/3 + P0Z3 


702/3 + P0Z3 


-"02/2 - 70^2 


-/3o2/2 - W)^2 


Zl 








-1 


Ao2/3 + 


O"02/3 + <^3 


-Ao2/2 - <?0Z2 + P0^3 


»?o2/2 - S z 2 - P02/3 


2/2 










-1 


u 


«o2/i + A zi 


-21 


Z2 












-1 


7o2/i + °o^i + w ^3 


M02/1 + $ozi - W02/3 


2/3 














-1 


■U + p Zi + (Jo-^2 


Z3 
















-1 



ou ao = da, (3q = d/3, 70 = c/7, /io = d/z, f/o = drj, ao = da, So = dS, ujq = b~zc~ l u, 
po = aT^c~ x p avec d = (abc)~z. Ceci nous ramene a la premiere situation. Ainsi A(g) 
est de division lineaire si et seulement si: j3X — at], f3j — ap, 7A — aa > et 

c(a5 — j3a — \p + 77/) 2 + a(/3A — arj)oj 2 + 6(^7 — ap)p 2 < 4c(/3A — arf){ap — jS). 

La demonstration s'acheve vu que A est de division lineaire si et seulement si A(g) est de 
division lineaire. □ 



Corollaire 4.14 Soient A, p, a, (3, 5 des nombres reels arbitraires. Alors l'algebre reelle 
(^E^i :Ctj /s : s,-i3(lH^ x ^)j est de Jordan non commutative. Elle est de division lineaire si et 
seulement si A, p / \, (3 2 + 2a - 1 > et ((2a - 1)5 - /?) < 4(/3 2 + 2a - 1)(1 + PS). 

Preuve. On peut supposer, en vertu de la Proposition 1.47, que p = 1. Si l,ei,e 2 ,e^ 
est la base canonique de H, alors 1, ei, e2, e3, e4, es, e6, e7 ou e^ = (0, 1) et ej+4 = eje4 
z G {1, 2, 3} est une base de ^4 = E-i^p^-^lH^) pour laquelle la multiplication de A 
est donnee par la table: 
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i 
i 


6l 


e 2 


e 3 


64 


e 5 


e 6 


e 7 


1 


1 


ei 


e2 


e3 


e 4 


es 


ee 


e7 


ei 




-1 


a'e 3 + /3'e 7 


-a'e 2 - /3'e 6 


es 


-e 4 


/3'e 3 - A'e 7 


-/3'e 2 + A'e 6 


e-2 






-1 


a'ei + /3'e 5 


ee 


-/3'e 3 + A'e 7 


-e 4 


P'ei - A'e 5 


e3 








-1 


e7 


/3'e 2 - A'e 6 


-/3'ei + A'e 5 


-e 4 


e 4 










-1 


ei 


e2 


e 3 


es 












-1 


-A'e 3 - <5'e 7 


A'e 2 + <5'e 6 


ee 














-1 


—A'ei — S'e^ 


e7 
















-1 



ou A' = 2A-1, a' = (2A- l)(2a- 1), /3' = (2A - et 5' = (2A - 1)5. 

La table de multiplication de A, par rapport a la nouvelle base u, y±, Z\, y 2 , z 2 , y 3 , z 3 
ou u = e 4 , ?/j = ej, Zj = — ej +4 , i £ {1, 2, 3} est donnee par: 





1 


U 


yi 


Zl 


2/2 


Z2 


2/3 


^3 


1 


1 


u 


yi 


Zl 


2/2 


Z2 


2/3 


^3 


It 




-1 


Zl 


-yi 


2:2 


-2/2 


^3 


-2/3 


Vi 






-1 


u 


a'2/3 - P'zs 


-/?'y 3 - A'z 3 


-a'2/2 + P'Z2 


/3'2/2 + A'z 2 


Zl 








-1 


-P'ys - x'z 3 


-A'y 3 + <y'z 3 


P'V2 + A'z 2 


A'2/2 " S'z 2 


2/2 










-1 


u 


a'yi - P'zi 


-P'yi - X'zi 


Z2 












-1 


-P'yi ~ A'zi 


-A'yi + 


2/3 














-1 


tt 


Z3 
















-1 



Ainsi, A est de division lineaire si et seulement si j3' + a'X' > 0, et 

(a'S' - /3'A') 2 < 4(/3' 2 + a' A') (A' 2 + f3'5') 
i.e. A/i, /3 2 + 2a-l>± et ((2a - 1)6 - (if < 4(/3 2 + 2a - 1)(1 + £<$).□ 

Lemme 4.15 Si is = ir = et 8 0, alors A est de division lineaire si et seulement si 
Pj — ap, (3\ — an, 7A — aa > 0, c(^X — aa)6 2 + b(f3X — an)ui 2 > bapuiO et 

bc(aS— j3a— Xp+jn) 2 +ab(f3X—an)oj 2 +b 2 ((3^—ap)p 2 +ac( r yX—aa)9 2 < abapu}6+4:bc(f3X—ari)(ap—j6). 
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Preuve. On suppose que A est de division lineaire et on distingue les deux cas suivants: 

1) Si a ^ 0, on considere l'algebre A± = A(tp), ou (p est l'automorphisme de W defini 
dans le Lemme 4.11. On pose, selon la Note 4.12, 

uj Q = (w 2 + (9 2 )i 

u' = yi, 

Vi = £UQ 1 {uy 2 + 0yz), 

A = -zi, 

2/2 = e^o 1 ( UJ V2 + 0y 3 ), 
4 = UQ 1 (-0y 2 +^y 3 ), 

2/3 = -^2- 

On obtient la table: 





1 


u' 


y'i 


4 


4 


4 


2/3 


z 3 


1 


1 


v! 


y[ 


4 


4 


4 


2/3 


Z3 


v! 




-1 


az[ 




M4 


-M4 


Im'N 


-\M 


y[ 






-1 


au' 


"o2/3 + A>23 


7o2/3 + Mo z 3 


-ao2/2 - To 4 


-/?o4 - Mo 4 


4 








-1 


A02/3 + 


^02/3 + ^3 


-Ao4 - <J o4 + eS ' z 3 


-%4 - ^o4 - £i ^' z 3 


4 










-1 


|a|«' 


aoy'i + Ao4 


Mi + voA 


4 












-1 


Joy[ +a a z[+ EU0Z3 


M02/1 + <^o4 - e^o2/ 3 


y' 3 














-1 


// u + e5'z' 1 + eujQz'2 


Z3 
















-1 



ou 

ao = — t^ 1 ^, 
To = Wq 1 ^, 

// = UJ^UC, 

A = -u^Oa', 

f]o = -Uq 1 e(uri' + 9p), 

ao = —ujQ 1 euja', 

5 = u) l (6rj' - up). 

Ainsi A\ est de division lineaire si et seulement si /?oAo — ao?70) A)To — «oMo> ToAo - oo^o > 
et \p'\(aoSo - (3 a - X p + 7o%) 2 + a(A)A - a r]o)( £U} o) 2 + M(A)7o - a po)(e5') 2 < 
4|/i'|(/3oAo — ao%)(coMo _ To^o) i.e. A est de division lineaire si et seulement si 

f3\ — arj, /?7 — ap, 7A — ao > 0, c(7A — ao)9 2 + b(/3\ — ar])uj 2 > bapujQ et 
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bc(a5—(3a— Xp+jrj) 2 +ab(f3X—ar])oj 2 +b 2 (f3^f—ap) p 2 +ac( r yX—aa)9 2 < 

abapcoO + 46c(/3A — ar])(ap — jS). 



2) Si a = 0, la condition 7 / est necessaire pour que A soit de division lineaire. On 
considere alors l'automorphisme ip' de W dont la matrice, par rapport a la base B est: 



/ 1 



1 -CJ7- 1 
1 



0b- 1 \ 

-1 



— W7 



1 -pT 1 
1 



On obtient la multiplication de l'algebre A(ip f ) : 





1 


Z2 


u 


2/2 


2/i 


2/3 


Z3 


Z\ 


1 


1 


Z2 


u 


2/2 


2/1 


2/3 


Z3 


Zl 


Z2 




-1 


by2 


—bu 


-72/3 


72/1 


S 1 z 1 


-S1Z3 


U 






-1 


bz 2 


azi 


cz 3 


-cj/3 - aujj- 1 z 1 


-ayi + aw7 _1 ^3 


2/2 








-1 




A*i 


(3yi + fixzy 


-Ay 3 - V1Z3 


yi 










-1 


-7 Z 2 


-I3y 2 + ab- x 6zi 


au — ab~ 1 9zs 


2/3 












-1 


cu + pz\ 


At/2 - pz 3 


Z3 














-1 


<5iz 2 - aw7 _1 u + 7717/2 + a£> _1 0j/i + /tw/3 


Z\ 
















-1 



oil 5i = J — crpj" 1 et rji = rj — (Xp + /3<r)7 _1 . Comme ^4(y/) est de division lineaire, on 
a 7<5i = 7<5 — ct/U < car l'egalite (2^2 + u)(—cyi + X7Z3) = (7^1 x 2 — uiax — ac)z\ a lieu 
pour tout x G R et <5i / 0. II existe alors e' G {1, —1} tel que |<5i| = e'Si, \j\ = —e'j et 
on pose 

Pi = (a 2 b' 2 6 2 + p 2 )K 
y ' 3 = p- 1 (ab- 1 6yi+ py 3 ), 

4 = £ ' z 3 

et si (uj,rn) / (0,0), 
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* / 2 2 -2 , 2\i 

77 = (a uj 7 + ?7i) 2 , 

u' = 77* (rjiu + oary -1 ^), 

V2 = V* 1 (-atv-f~ 1 u + 7712/2) 



et on obtient la table: 





1 


Z2 


u' 


V'2 


y'i 


y's 


4 


Zl 


1 


1 


Z2 


u' 


y'2 


y'i 


y'3 


4 


Zl 


Z 2 




-1 


by'2 


-bu' 


\lWs 


-h\y'i 


\S1\z1 


-\S1\4 


U> 






-1 


bz 2 


aiz' 3 + /3izi 


71 4 + pi zi 


-uiy'i - 712/3 


-Piy'i - my'3 


V'2 








-1 


Ai4 + 772^1 


Olz' z + 5 2 Zi 


-Xiy'i - cny' 3 + e'rj*zi 


-my'i - 52y' 3 - £ V4 


y[ 










-1 


\1\Z2 


aiu' + Xiy' 2 


Piu' + 7722/2 


y's 












-1 


71 u' + oiy' 2 + e'pizi 


piu' + S 2 y' 2 - s'piz' 3 


4 














-1 


\Si\z 2 + e'r)*y' 2 + e'piy' 3 


Zl 
















-1 



ou 



ot\ = —rj* p 1 l {ab 1 c9rj\ + a/3poj^ 1 ), 

/3i = rj*~^ p^e'iaprjx - aV 1 ^ - ^), 

7i = ??* P^e'icpVi ~ a 2 ^" 1 ^^ 1 ^/?), 

/ii = 77* 1 p{ 1 (a 2 b~ 1 9rji + aw7 _1 pA), 

Ai = ^"VrV^^^-AM, 

7?2 = -T/^Vr^'^^V + o^Si^A), 

o\ = —rj* Pi 1 e' (aojj~i~ l p + ab~ l rji9(3), 



Ainsi ^4((/3') est de division lineaire si et seulement si ai7?2, /?i7i— ai/^i, 71 Ai— 0107 > 

et 

| ( Ji|(Qi(52-/3icri-Ai / [ii + 7i?72) 2 + 6(/3iAi-Qi?72)(e / pi) 2 + l7l(/3i7i-aiw)(e /? ?*) 2 < 

4|<5i|(/3iAi-ai77 2 )(cri/xi-7i<5 2 ) 
i.e. A est de division lineaire si et seulement si f3X, f3j, 7A > et 

bc{-pa -Xji + 77/) 2 + ab(3Xu 2 + b 2 (3~/p 2 + ac-/X9 2 < 4bc(3X(aji - j6). 
Ce resultat englobe le cas rj* = O.o 
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Theoreme 4.16 Soit A une R-algebre de Jordan non commutative de division lineaire de 
dimension 8. Alors il existe une base B = {1, u, y\,z\,y\, Z2,V3, £3} de A, trois parametres 
a, b, c > et treize autres a, (3, 7, p, A, rj, a, 5, v, n, p, 9, u pour lesquelles la 
multiplication de A est donnee par la Table 1. De plus, une R-algebre dont la multiplication 
est donnee par la Table 1 est de Jordan non commutative. Elle est de division lineaire si 
et seulement si /3X — an, 7 A — aa > 0, 

bc(a5 - /3a- A/x + jrj) 2 + ab(/3X - arj)uj 2 + ac(7A - aa)8 2 + (£7 - an) (bp - ire) 2 + b 2 (an - X5)u 2 
+bu(a5 — /3a + Xp — 7??) (bp — nc) < a0uj(a(bp — ire) — bXi^j + 4bc(/3X — an)(ap — j5) 

et Vune des quatre situations suivantes a lieu: 

1. v = 9 = et /3j - ap > 0. 

2. v = 0, 9 / 0, /?7 - ap > et 0(7 A - aa)9 2 + b((3X - ar])u 2 > au9(bp - nc). 

3. u ^0 : 9 = 0et (/3~i-ap)(bp-TTc) 2 +b 2 (ar]-X5)v 2 +bv(a5-f3a+Xp--ir l )(bp-Kc) > 0. 

4. v9 / 0, c(7A - aa)9 2 + b(/3X - an)uj 2 > oj0{a(bp - nc) - bXuj et 

((3j — ap)(bp — ire) 2 + b 2 (an — X5)v 2 + bu(a5 — (3a + Xp — jn)(bp — nc) > 0. 

Preuve. II reste seulement a etablir la derniere proposition. On distingue les deux cas 
suivants: 

1) Si n = 0. On peut supposer v ^ et, en posant p' = (v 2 + p 2 )?, y[ = p'~ 1 (py\ — vzi) 
et z[ = p'~ x (vy\ + pzi) on obtient la table: 





1 


u 


y'1 


A 


y2 


Z2 


2/3 


z 3 


1 


1 


u 


y[ 


A 


2/2 


Z2 


2/3 


z 3 


u 




-1 


az[ 


-ay[ 


bz 2 


-by 2 


cz 3 


-C2/3 


2/1 






-1 


au 


aoV3 + /3oZ3 


7o 2/3 + P0Z3 


-a Q y 2 - 70Z2 


-0OV2 ~ P0Z2 


Zl 








-1 


A J/3 + V0Z3 


^02/3 + S z 3 


-A02/2 - aoZ2 + p'zz 


-J/02/2 - S z 2 - p'z 3 


2/2 










-1 


bu + 9z 3 


"02/1 + \qz[ 


Poy'i + Voz[ - 0z 2 


Z2 












-1 


702/i + coz[ +WZ3 


pay[ + S a z[ + 9y 2 - ujy 3 


2/3 














-1 


cu + p'z[ + ujz 2 


Z3 
















-1 



ou 

a Q = ^(ap- Xu), /3 = p'~ 1 (/3p-7]u), 70 = p'~ X (^p - au), p = p'~ l (pp - 5v), 

Ao = p'~ X (av + Xp), 770 = P~ X (j3v + rjp), (7 = p'~ x (iv + ap), S = p ~ X (pv + Sp). 
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Ainsi A est de division lineaire si et seulement si /?o7o — ooMO) A)Ao~ ctoVo, 7(Ao — «oCo > 
et l'une des deux situations suivantes a lieu 

1. = et 

c(a 5o-/5oo-o-Ao/io+7o%) 2 +a(/3oAo-ao%)w 2 +&(/3o7o-ao/"o)p' 2 < 4c(/3 A -aof?o)(o"o/^o-7o^o)- 

2. 0/0, c(7 A - a ao)e 2 + 6(/3 A - «o%)^ 2 > a bp'ij9 et 
6c(ao<5o-/?oc r o-Ao/Uo+7o??o) 2 +ac(7oAo-aocro)^ 2 +afc(/?oAo-ao??o)w 2 +6 2 (/3o7o-aoA*o)p' 2 

< abaop'uO + 4fec(/3 A - a r?o)(o"oA*o - 7o^o)- 

Ce qui donne /3A — an, jX — aa > 0, 

bc(a>5— f3a— Xp+^n) 2 +ab{f3X— ctifjtJ 2 +ac{^X— aa)8 2 +b 2 p 2 '+(aS— f3a+Xp—^/rj) pu+(ar]—X5)u 2 

< ab(ap — Xv)9uj + 4bc(/3X — arf){ap — jS) 
et l'une des deux dernieres situations du Theoreme. 

2) Si 7r est quelconque, on considere l'automorphisme h de W dont la matrice par 
rapport a la base B est 

/ 1 -7T6- 1 \ 

1 

1 

1 

1 

1 

V 1 7 

La multiplication de l'algebre A{h) s'obtient a partir de la Table 1 en faisant "ir = 0" et 
en remplagant p par p — 7r& _1 c. Comme A est de d.l. si et seulement si A(h) est de d.l., 
la demonstration s'acheve en vertu du premier cas.n 

Nous enongons maintenant le Theoreme de classification suivant: 

Theoreme 4.17 Les algebres reelles de Jordan non commutatives de division lineaire de 
dimension 8 s'obtiennent, a partie de l'algebre reelle (D = (w, (.|.), Aj de Cayley-Dickson, 
par isotopie vectorielle et sont d isomorphisme pres (D(s) ou s est un automorphisme 
symetrique de Vespace euclidien (W,— (■{■)), defini positif. De plus, (D(s')~(D(s) (s et s' 
etant deux automorphismes symetriques de Vespace euclidien (W,— (■{■)), definis positifs) 
si eu seulement si il existe f G G2 tel que s' = / _1 s/.D 
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Preuve. En tenant compte du Corollaire 4.8, des Lemmes 4.13, 4.15 et du Theoreme 
4.16, nous avons demontre que les K-algebres de Jordan n.c. de d.l. de dimension 8 
s'obtiennent, a partir de Palgebre reelle (D = (w, (.|.),A^ de Cayley-Dickson, par iso- 

topie vectorielle. Si A = (w, (.|.), a) est une telle algebre, il existe un automorphisme ip 
de l'espace vectoriel reel W tel que A = (D(cp). D'apres le Theoreme de decomposition 
polaire, <p s'exprime comme un produit sr d'un automorphisme symetrique s de 
l'espace euclidien (W, — (■{■)), defini positif, et d'une isometrie r de (W, — (■{■))■ Ainsi 
A = ®{sr) = ((D(s)j(r) ~ (D(s) (Proposition 4.6 1). Soient maintenant s et s' deux 
automorphismes symetriques, definis positifs, de l'espace euclidien (W, — (■]■))■ Alors 

(D(s') ~©(s) II existe ip G 7 (R) tel que s'ips- 1 G G 2 (Corollaire 4.10 3) 

44> II existe / G G 2 tel que s' _1 .// w .s G 7 (R) 

<^ II existe / G G 2 tel que s' 2 = f/ w .s 2 .fj^ 

<^ II existe / G G 2 tel que s' 2 = {f/w- s -fjw) 2 

<^ II existe / G G 2 tel que s' = f/w s f/w (f/w s f/w symetrique defini positif) .□ 



Corollaire 4.18 Les R-algebres de Jordan non commutatives de division lineaire de di- 
mension finie > 2 s'obtiennent, a partir de (U, H et (D par isotopie vectorielle.O 



83 



5 Zft-algebres de Jordan n.c. de d.l. de dimension 
8 ayant un automorphisme non trivial 



5.1 Etude des ff?-algebres de Jordan n.c. de d.l de dimension 
8 qui possedent une derivation non triviale 

En dimension finie et moyennant le Theoreme (1,2,4,8) de Hopf-Kervaire-Milnor-Bott 
([H 40], [Ke 58], [BM 58]), Benkart et Osborn [BO 8I2] determinerent toutes les possibilites 
pour l'algebre de Lie des derivations, d'une algebre reelle de division lineaire de dimension 
finie, en etablissant le Theoreme de classification suivant: 

Theoreme 5.1 Soit A une algebre reelle de division lineaire de dimension finie. Alors 

1. Si dim(A) = 1 ou 2, alors Der(A) = 0. 

2. Si dim(vl) = 4, alors Der(A) est isomorphe a su(2) ou dim(A) < 1. 

3. Si dim(yl) = 8, alors Der(A) est isomorphe a I'une des algebres de Lie suivantes: 

(a) G2 compacte, 

(b) su(3), 

(c) su{2) © su(2), 

(d) su{2) © N ou N est une algebre abelienne de dimension < 1, 

(e) N, une algebre abelienne de dimension < 2. 

De plus, toutes les possibilites precedentes se realisent.O 

Benkart et Osborn [BO 8I1] ont donne ensuite une classification complete pour les 
algebres reelles de division lineaire de dimension 4, dont l'algebre de Lie des derivations 
est su(2), et pour les algebres reelles de division lineaire de dimension 8, dont l'algebre de 
Lie des derivations est G2 compacte, su(3) ou su(2) © su(2). lis ont donne egalement des 
exemples d' algebres reelles de division lineaire pour chacun des autres cas de l'algebre de 
Lie des derivations, puis ils ont pose, entre autres, le probleme particulier de l'existence 
d'une algebre reelle de division lineaire de dimension 8, dont l'algebre de Lie des derivations 
est su(2) et dont la decomposition en sn(2)-modules irreductibles est de la forme: 

1 + 1 + 3 + 3. 
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Dans ce paragraphe, nous etudions les algebres reelles de Jordan non commutatives, de 
division lineaire de dimension 8, dont l'algebre de Lie des derivations est non triviale, puis 
donnons une reponse affirmative au probleme particulier precedent. 

Soient maintenant A une K-algebre de division lineaire de dimension finie, d une 
derivation de A, a un nombre complexe et a son conjugue. Benkart et Osborn considerent 
le sous-espace vectoriel 

B a = {x e A : (d - aI A ){d - al A )x = 0} 

et etablissent l'inclusion B a B T C B a+T + B-^ +T . En particulier, Bq est une sous-algebre 
de A [BO 812]- Nous resumons d'autres resultats dans le Lemme suivant: 

Lemme 5.2 . 

1. Les valeurs propres de d sont des imaginaires pures. 

2. Si d 7^ 0, alors le rang de d est 4 ou 6, et on a 

(a) Si rg(d) = 4, il existe a' > tel que A = Bq(B B a n avec 

dim(So) = dim(S Q /j) = 4, BqB^i = B a /iBo = B a ti et S Q /jS a /j = Bo. 

(b) Si rg(d) = 6, il existe a',/3' avec < a' < /3' tels que 

A = Bq® (B a 'i + Bp'i) © -B( a ' +/ 3')i 

avec dim(i?o) = dim(Bf a i + p/\ i = 2 et on a 

i) B B 7i = B 7i B = B yi pour 7 G {a', p' , a' + /?'}. 

ii) 5 a /j J B( Q / +/ 3/)j = B^^p^iBaH = Bpn. 

iii) BpiiB( a i + pi)i = B( a i + p>)iBp'i = B a >i. 

iv) B( a / +( g/)j = B( a , + p,)i = Bq.U 

Preuve. ([BO 81 2 ] Lemmas 9, 15). □ 
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Proposition 5.3 Soit A = \ V, (.|.),Aj une K-algebre quadratique, flexible de division 
et soit d G Endx^A). Alors les deux proprietes suivantes sont equivalentes: . 

1. d est une derivation de A. 

2. d est anti-symetrique par rapport a (.|.) et induit une derivation dy sur I'algebre 
anti- commutative (V, A). 

Preuve. 1) =>• 2) Soit x G V — {0}, il existe a G X et u G V tels que <9x = a + u et on a: 

= d(x 2 ) 

= (dx)x + x9x 
= 2(u\x) + 2ax. 

On en deduit que dx est un vecteur (orthogonal a x) i.e. C V. Soient maintenant 
x, y G V, on a 



Done 9 induit une derivation dy sur I'algebre (V, A), anti-symetrique par rapport a (.|.). 
Comme dl = 0, d est, a son tour, anti-symetrique par rapport a (.|.). 

2) 1) II suffit de montrer que dl = 0. En effet, on a: (91 11) = -(1|91) i.e. dl G V. 
Done d 2 l G V car d laisse stable V, et on a: 



Dans le reste de ce paragraphe A = \ W, (.|.),AJ et 9 designeront une K-algebre de 
Jordan non commutative de division lineaire de dimension 8 et une derivation non triviale 
de A. Nous conserverons alors les notations precedentes. 



(x\dy) + (dx\y) + x A (dy) + (dx) A y 



= xdy + (dx)y 

= d(xy) 

= d(x Ay) eV. 



(di) 2 = (di\di) 
-(i\d 2 i) 



= on. 
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Remarques 5.4 . 

1. Si u est un vecteur non nul de A tel que du = 0, alors dw laisse stable le sous- 
espace W(u). En effet, si v 6 W(u), on a (dv\u) = — (v\du) = 0. On notera d u 
I 'application induite par dw sur W(u). 

2. Les valeurs propres de I'operateur symetrique d 2 sont de la forme 

0, 0, -a' 2 , -a' 2 , ,-(3' 2 , -(a' + /3') 2 , -(«' + /3') 2 

avec < a' < (3' et (a', /?') / (0, 0). 

3. Si rg(d) = 6, i.e. a' > 0, alors Bo © 5( a '+/9')i es * une sous-algebre de A, de 
dimension 4. De plus, Bf a i + pi^ est le sous-espace propre de d 2 associe a la valeur 
propre —(a' + /3') 2 et s'ecrit vect{x,dx} ou x est une vecteur non nul quelconque 
de B( a ' +( g')i. 

(a) Si, de plus, a'neqfi', alors B a n et B^i sont respectivement les sous-espaces 
propres de d 2 associes aux valeurs propres —a' 2 et —/3' 2 et s'ecrivent de la 
mime fagon que celle de B^ a i + ^/^. 

(b) Si a' = /?', alors B a /i est un sous-espace propre de d 2 de dimension 4 et 
I'ecriture precedente est valable pour tout sous-espace vectoriel de B a ii de di- 
mension 2 stable par d.O 

On notera par la suite, Bq et -B( Q '+ ( g')i, par Hq et H\ respectivement et la sous-algebre 
Bo © £( a '+/3')i, par B. 

Lemme 5.5 . 

1. Pour toute valeur propre non nulle, a de d, on a B a C W. 

2. Si rg(d) = 6, alors la decomposition A = Bo © {B a n + Bpij) © -B( Q '+ ( g')j est 
orthogonale. Si, de plus, u est un vecteur norme de Ho, alors Hq s'ecrit vect{l,u} 
et B a ii + Bpii se decompose en somme directe orthogonale de sous-espaces H2 et H3, 
de dimension 2, stables par f u et d u tels que H 2 = H 2 = Hq. 

3. Si rg(d) = 4, alors la decomposition A = Bo © B a n est orthogonale. De plus, 
il existe un vecteur norme u de Bo tel que B a ii se decompose en somme directe 
orthogonale de deux sous-espaces H2 et H3, de dimension 2, stables par f u et d u 
avec H 2 = H .a 
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Preuve. La proposition 1) decoule de la Proposition 5.3. 

La premiere proposition de 2) et 3) decoule alors de 1) et des relations, dans le Lemme 
5.2, entre les sous-espaces propres de d. 

Pour le reste de 2), nous remarquons que les sous-espaces B a ii et B^i sont stables par 
d u et fu c & r d u et /„ commutent ([d, L u ] = Lg u = 0). De plus, B a /i + Bpn := E n'est 
autre que l'orthogonal de B dans A. On distingue alors les deux cas suivants: 

1. Si a 1 / (3', alors B a >i s'ecrit vect{x, dx} oil i £ B a 'i — {0} et on a 



d(xdx) = (dx) 2 — xd 2 x 

= (dx) 2 + c/V e R. 

Done xdx G Hq i.e. S^,^ = Hq, de meme = Hq. On prend alors i?2 = B a n et 
-f^3 = Bpi dans ce premier cas. 

2. Si a' = /?', on considere les valeurs propres A, A, fj,, \i de l'operateur symetrique /, 
restriction de f 2 a B a >i := E, et on distingue les deux sous-cas suivants: 

(a) Si A ^ fj,, les sous-espaces propres E\ et E^ correspondants sont orthogonaux, 
stables par d u et on montre, comme dans le cas precedent, que E 2 = E 2 = Hq. 
De plus, E = E x E^. 

(b) Si A = n, alors / = XI E = -\a'- 2 (d E ) 2 i.e. 

(fu /E ~ (-\f*a'- l d E )(f U/E + (-X^a'^dE) = 0. 
On distingue les deux situations suivantes: 

i) Si f U/E et &e sont colineaires, on se ramene au sous-cas 2. (a) en considerant 
des sous-espaces de E, de dimension 2, orthogonaux, stables par f u (done 
stables par d u egalement). 

ii) Si f U/E et 8e ne sont pas colineaires, alors le sous-espace 

ker^-t-A)^'- 1 ^) :=H 

est de dimension 2, stables par f u et d u et s'ecrit vect{x, dx} ou x G H — {0}. 
Si y est un vecteur non nul de l'orthogonal H^~ := K, de H dans £7, alors 
x5y = d(xy) — (dx)y et (dx)(dy) = d(xdy) + a' 2 xy sont des vecteurs, car xy 
et (dx)y le sont. Done dy £ K et, par consequent, K coincide avec vect{y, dy} 
et est stable par d u aussi bien que par f u . Ce qui nous ramene au sous-cas 2. 
(a). 
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Pour le reste de 3), il existe (u, 1/2) G S(BoPiW) x S(B a /i) tel que u et 2/2 engendrent une 
sous-algebre vect{l, u, j/2, ^2}, de A, de dimension 4 et on a (uect{y2, i*2/2}) 2 = vect{l, u}. 
On notera le sous-espace vect{l, u} et Ton utilise les notations de la Proposition 3.14. 
On distingue alors les deux cas suivants: 

1. Si h\ possede une unique valeur propre A, alors —A = |||/iu||| 2 = \\u A y\\ 2 pour 
tout y G S(B a 'i). Done u et y engendrent une sous-algebre de A de dimension 4 
pour tout y G S(B a >i), et on construit les sous-espaces #2 et #3 de la meme facon 
que dans 2. De plus, H 2 = H$ = H' . 

2. Si h\ possede deux valeurs propres distinctes, alors les sous-espaces propres corre- 
spondants sont stables par f u et d u . De plus, le carre du sous-espace propre associe 
a la plus grande, en valeur absolue, valeur propre coincide avec H' .O 

Corollaire 5.6 . 

1. Si rg(d) = 6, alors pour tout i G {1, 2, 3} : Hq + Hi est une sous-algebre de A, de di- 
mension 4, et on a HiHj = Hk pour toute permutation (i j k) de {1, 2, 3}. De plus, 
tout sous-espace Hi s'ecrit vect{yi, z{\ oil yi, z% sont deux vecteurs orthonormaux de 
A tels que dyi = jiZi et dzi = —7,3/, avec 71 = a' + /?', 72 = a' et 73 = f5' . 

2. Si rg{d) = 4, alors tout sous-espace Hi, oil i G {1,2,3}, s'ecrit vect{yi, Zi} oil yi 
et Zi sont deux vecteurs orthonormaux de A tels que dyi = a'zi et dzi = —a'yi.O 

Preuve. Si rg(d) = 6 et si, pour % G {1, 2, 3}, yi est un vecteur norme de Hi, alors yi, dyi 
est une base orthogonale de Hi et on a 

(dyi) 2 = d(yidyi) - yid 2 yi 
= ~Vid 2 yi 
= (liVi) 2 - 

Ainsi 7j~ 1 <9?/j := Zi est un vecteur norme de Hi. Les relations HiHi = Hk sont alors 
consequences de la propriete trace de 

Nous noterons B2 la base orthonormee {1, u, y\, z\, y^, Z2, 2/3, £3} et utiliserons les nota- 
tions du Corollaire 5.6. 
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Remarque 5.7 Si rg(d) = 4, etant donnes 2/3,^3 et sachant que -fff C B, il exists un 
vecteur norme Z\ de B, orthogonal a u, tel que 1/3Z3 soit une combinaison lineaire de u et 
z\. On note alors y\ le vecteur, norme, — \\uz\\\~ x uz\ et H[ le sous-espace vect{y\, z±}. 
La propriete trace de (.|.), le fait que H\ = H' Q et Vhypothe.se de division lineaire donnent 

yH2 = i?3 pour tout y € H[. (5.6) 

II existe alors un vecteur norme yi de H2 tel que y\yi et y% soient colineaires, avec une 
constante multiplicative positive.^ 

La base orthonormee {1, u, y±, z±, yi-, Z2, 2/3, £3} obtenue sera notee B\. La table de 
multiplication de A, par rapport a B\, est alors donnee moyennant (5.6), la propriete 
trace de (.|.) et le Corollaire 5.6, par: 





1 


u 


y\ 


Zl 


y2 


Z2 


2/3 


Z3 


1 


1 


u 


yi 


Zl 


V2 


Z2 


2/3 


zz 


u 




-1 


az\ 


-ay 1 


bz 2 


-by 2 


cz 3 


-cyz 


Vi 






-1 


au 


"2/3 


az 3 


-ay 2 


-az 2 


Zl 








-1 


At/3 + V*3 


~Wz + Az 3 


-Xy 2 + r]Z2 + pz 3 


-rjy 2 - \z 2 - pyz 


2/2 










-1 


bu 


ay\ + \z\ 


rjzi 














-1 


-T)Z\ 


ay! + Xzi 


2/3 














-1 


cu + pz\ 


Z3 
















-1 



Table 3 



ou a, b, c, a, X, rj, p G R avec a, a > 0. 
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Proposition 5.8 Soit A une R-algebre de Jordan non commutative de division lineaire 
de dimension 8, possedant une derivation de rang 6. Alors il existe une base orthonormee 
1, u, y\, zi, y2, z 2 , y 3 , z 3 de A, et quatre parametres a, 6, c, a > pour lesquels la 
multiplication de A est donnee par la Table 4 suivante: 





1 


U 


yi 


Zl 


y2 


Z2 


2/3 


Z3 


1 


1 


u 


yi 


Z\ 


V2 


Z2 


2/3 


Z3 


u 




-1 


az\ 


-ay i 


bz 2 


-by 2 


cz 3 


-q/3 


yi 






-1 


au 


ay3 


-az 3 


-ay 2 


az 2 


Zl 








-1 


-az 3 


-ays 


az 2 


ay2 


V2 










-1 


bu 


ayi 


—az\ 


Z2 












-1 


—az\ 


-ayi 


ys 














-1 


cu 


Z3 
















-1 



Table 4 



De plus, une R-algebre dont la multiplication est donnee par la Table 4 est de Jordan non 
commutative de division lineaire et possede une derivation de rang 6. 

Preuve. Suivant les notations precedentes, il existe des parametres a, (3, 7, /x, A, rj, a, 5 
tels que 

2/12/2 = ay 3 + l3z 3 , 
y\Z2 = 72/3 + ^3, 
z\y2 = A2/ 3 + r/z 3 , 
z\z 2 = ay 3 + Sz 3 . 

Les egalites 

9(2/12/2) = {dyi)y 2 + yidy 2 , 
d(yiz 2 ) = {dyi)z 2 + yidz 2 
d(ziy 2 ) = (dzi)y 2 + z 1 dy 2 , 
d{z\z 2 ) = {dzi)z 2 + z\dz2 

donnent respectivement: 
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1. 7 a' + /3/5' = -A(a' + /?'), 

2. -fia' + ap' = rj(a' + /?'), 

3. ««' - = a(a' + 

4. (3a' + = 5(a' + (3'), 

5. aa' + r ? /3' = a(a / + /?'), 

6. 5a/ - \p' = p(o/ + F), 

7. \o/-8p' = -7(0' + /?'), 

8. r/af + aP' = -/i(a' + /?')• 

1. et 7. donnent 1'. /3 + <5 = 7 - A et 2'. 2(7 + \)a' = (S - p - 7 - X)/3'. 

2. et 8. donnent 3. a + a = 77 — \i et 4'. 2([x + rj)a' = (a — r) — /x — cr)/3'. 

3. et 5. donnent 5'. 2(a — cr)a' = (cr — a/j, + rj)P' . 

4. et 6. donnent 6'. 2(/3 - §)ct = (S - p - 7 - A)/3'. 

Les nouvelles equations 2'. et 6'. donnent 7'. 7 + A = P — 5. 
De meme 4'. et 5'. donnent 8'. fi + rj = a — a. 

Les equations 1'., 3'., 7'. et 8'. donnent alors: (7,/x, <r, <5) = (/?, — q, ??, — A). De ce fait, 
les equations 5'. et 6'. donnent (a — a){a' + (3') = (P — 8){a! + P') = i.e. a = a 
et P = 5. Ainsi, —fi = a = a = r]etj = P = 5 = —A. On obtient, en tenant compte de 
la propriete trace de (.|.), la table de multiplication de A par rapport a la base B2, en se 
limitant a la partie triangulaire superieure, vu l'anti-commutativite de " A " : 





1 


U 


2/1 


Zl 


2/2 


Z2 


2/3 


zs 


1 


1 


u 


y\ 


Zl 


2/2 


Z2 


2/3 


z 3 


u 




-1 


az\ 


-ayi 


bz 2 


-by2 


cz 3 


-cy 3 


yi 






-1 


au 


«2/3 + PZ3 


Py 3 - az 3 


-ay 2 - Pz 2 


-Py 2 + az 2 


Zl 








-1 


-Py 3 + az 3 


ay 3 + Pz 3 


Py 2 - az 2 


-ay 2 - Pz 2 


V2 










-1 


bu 


ayi - Pzi 


Pyi + azi 


Z2 












-1 


Pyi + azi 


-ayi + Pzi 


y3 














-1 


cu 


Z3 
















-1 



ou a,b,c G R*. De plus, quitte a changer le signe de u si necessaire, on peut supposer 
a > et Ton reduit, en posant 
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ai = (a 2 + /3 2 )5, 

Vi = a^(ayi - j3zi), 

z[ = a^ 1 (f3y 1 + az 1 ), 

la table de multiplication de A, a quatre parametres: 





1 


u 


y'l 


A 


2/2 


^2 


2/3 


^3 


1 


1 


u 


y[ 


A 


y2 


^2 


2/3 


^3 


u 




-1 


az[ 


-ay[ 


bz 2 


-by 2 


C£ 3 


-C2/3 


y'l 






-1 


au 


"12/3 


-aiz 3 


-"12/2 




A 








-1 


aiz 3 


"12/3 


-"i£ 2 


~"l2/2 


2/2 










-1 


bu 


aiy'i 




Z2 












-1 


a\z[ 


-"i2/'i 


2/3 














-1 


cu 


Z3 
















-1 



Les parametres 6 et c s'ecrivent, respectivement, e\b\ et e'|c| ou e,e' £ {1,-1}. La 
table de multiplication de A, par rapport a la base 1, u, y\ z[, y2, SZ2 ■= z' 2 , 2/3, e'^3 := A 
est donnee par: 





1 


u 


2/i 


4 


2/2 


4 


2/3 


4 


1 

u 


1 


u 

-1 


2/i 

az[ 


4 

-«2/i 


2/2 

I&I4 


4 

"l%2 


2/3 

I c l4 


4 

-|c|y 3 


y'l 






-1 


au 


"12/3 


— ee'ai^ 


-"12/2 




A 








-1 




e«i2/3 


— ea\z 2 


-e'"i2/2 


2/2 










-1 


|% 


"12/i 




A 












-1 




-ee'aiy^ 


2/3 

4 














-1 


CM 
-1 



Comme A est de division lineaire, ceci equivaut a — e'af, —eaf, ee'af > 0, en vertu du 
Lemme 4.13 i.e. e' = e = — !.□ 
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Theoreme 5.9 Soit A une R-algebre de Jordan non commutative de division lineaire de 
dimension 8, dont I'algebre de Lie des derivations n'est pas triviale. Alors il existe une 
base 1, u, y\, z±, t/2, Z2, 2/3, Z3 de A, quatre parametres a, b, c, a > et trois autres r\, 
A, p pour lesquels la multiplication de A est donnee par la Table 5 suivante: 





1 


u 


2/1 


Z\ 


2/2 


^2 


2/3 


Z3 


1 


1 


u 


y\ 


z\ 


2/2 


^2 


2/3 


Z3 


u 




-1 


az\ 


-ay 1 


bZ2 


-by 2 


cz 3 


-C2/3 


2/1 






-1 


au 


«2/3 


—az 3 




a^2 


Z\ 








-1 


A2/3 + VZ3 


?72/3 - Az 3 


-Xy 2 - r}z 2 + pz 3 


-??2/2 + Az 2 - P2/3 


y2 










-1 


6u 


ayi + Xz 1 


772:1 


Z2 












-1 


IJZl 


-ayi - Xzi 


2/3 














-1 


cu + pz\ 


Z3 
















-1 



Table 5 



De plus, une algebre reelle dont la multiplication est donnee par la Table 5 est de Jordan 
non commutative de division lineaire et possede une derivation non triviale. Elle est de 
division lineaire si et seulement si n < et bp 2 < Acq 2 . 

Preuve. Suivant les notations de la Table 3, b et c s'ecrivent, respectivement, e\b\, e\c\ 
ou e, e' G {1, —1}. La table de multiplication de A, par rapport a la base 1, u, yi, z\, y2, 
EZ2 ■= z' 2 , J/3, e'z3 := 4 est donnee par: 





1 


u 


2/1 


Zl 


2/2 


4 


2/3 


4 


1 


1 


u 


2/1 


Z\ 


2/2 


4 


2/3 


4 


u 




-1 


az\ 


-ayi 


1*1*2 


-|% 2 


|c|4 


-M2/3 


yi 






-1 


au 


"2/3 




-0=2/2 


— ee'a^ 










-1 


Aj/3 + e'»?4 


-£??2/3 + ee'Azg 


-Ay 2 + erjz' 2 + e'pz' 3 


-e'?72/2 - ee'Az 2 - e'py 3 


2/2 










-1 


|b| U 


ayi + Xzi 


e'rjzi 


4 












-1 


—erjzi 


ee'ayi + ee'Xzi 


2/3 














-1 


\c\u + e'pzi 


4 
















-1 



Comme A est de division lineaire, ceci equivaut a — e'-q, en, —ss' > et 
\b\{-ee'a 2 ){e'p) 2 <A\c\{-e'arj) 2 i.e. ee' = -1, erj > et |6|/9 2 < A\c\{en) 2 .U 
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Remarque 5.10 Dans [BO 81i] Benkart et Osborn ont montre que les R-algebres de 
division lineaire de dimension 8, dont I'algebre de Lie des derivations est su(3), sont ou 
bien 

1. des su(3) -modules irreductibles et sont dans ce cas des pseudo-octonions generalises 
(G-P Algebras [BBO 81], Theorem 3.2), ou bien 

2. des su(3) -modules qui se decomposent en somme de deux su(3)-modules irreductibles 
de dimension 1 : vect{u}, vect{v} et d'un su{3)-module Z = vect{z\, . . . , zq}, 
irreductible, de dimension 6, et il existe dans ce cas des nombres reels r/i, 8i, o~i, 
taui oil i G {1,2,3,4} pour lesquels la multiplication de telles algebres est donnee 
par la table (Theorem 4.1): 













z l 




23 




2 4 




26 


u 


171 M 




12" + 




<J\Z\ + <72 z 3 


fl 22 + 0"2 2 6 


-CT221 + 


CT123 


(T1Z4 + tT2Z5 


— C224 + (J1Z5 


— 0"222 + a \ 26 


V 


773 « 


t«3» 


7)4" + 


e 4 u 


°3 Z A + °"4 2 3 


CTi Z2 + 0"4 2 6 


— CT4Z1 + 


CT 3 Z 3 


(7 3 24 + 0425 


— (T 4 Z4 + (T3Z5 


— 0-422 + CT 326 


z\ 


T\Z\ 


f T 2 Z 3 


T3Z1 + 


T423 


— u 


z 4 


V 




— 22 


Z6 


-25 


22 


Tl z 2 


f T 2 Z 6 


T322 + 


T 4 Z 6 


-z 4 


— u 


25 




21 


-23 


u 


23 


-T2Z1 


+ Tiz 3 


-r 4 zi -t 


- T 3 Z 3 


— 7J 


-25 


— U 




26 


22 


-24 


z 4 


T!Z 4 + T 2 Z 5 


T324 + 


T 4 Z S 


22 


-21 


-26 




— u 




23 


25 


-T2Z 4 


+ Tiz 5 


— T4Z4 + T 3 Z5 


-26 


23 


-22 




— u 


— u 


21 


26 


-T2Z2 


+ tiz 6 


-T422 H 


- T 3 Z 6 


z 5 


— 1; 


24 




-23 


-21 


— u 



Table 6 

Nous constatons ici que ces deux situations ne peuvent avoir lieu pour une algebre de 
Jordan non commutative. En effet, la premiere est immediatement eliminee car les pseudo- 
octonions generalises ne sont pas de Jordan non commutatives [BBO 81]. Lelimination de 
la seconde est consequence du resultat suivant: 

Proposition 5.11 Soit A = (w, (.|.), une R-algebre de Jordan non commutative de 
division lineaire de dimension 8 dont la multiplication est donnee par la Table 6. Alors 
A~(D (X) , oiiXe 

Preuve. Si d £ Der(A) = su(3) est une derivation de rang 6, elle est nulle sur vect{u} 
et vect{v}, et laisse stable Z. Done Z = dZ C W Proposition 5.3. Ainsi les Z{ sont des 
vecteurs (orthogonaux) aussi bien que v = z\z-& et u est un multiple scalaire de l'element 
unite 1, de A. Done 

61 = V2 = 0-2 = r/3 = 84 = t~2 = 0, rji = 62 = 01 = 6*3 = t\ et 7/4 < 0. 

De plus, la propriete trace de (.[.) et Panti-commutativite de " A " donnent 03 = T3 = 0, 
04 = -774 > . 
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Enfin, quitte a changer le signe de u, si necessaire, on peut supposer 771 > 0. Ainsi 7] 1 u 
est Pelement unite de A, et en posant 



ei 


= cr^zi, 






&2 


= cr 4 ; 1 z 2 , 






e3 


= cr^ 1 z 4 , 






e 4 


= 0"4 V 






es 


= -0-4" ^3 






ee 


= -al l ZQ 






e7 


= -a^ 1 z 5 



on obtient la table: 





1 


ei 


e-2 


e3 


e 4 


e5 


ee 


e7 


1 


1 


ei 


e2 


e3 


e 4 




ee 


e7 


ei 




-/3 


e3 


-e2 


e5 


-e 4 


-e 7 


ee 


e2 






-/3 


ei 


ee 


e7 


-e 4 


-es 


e3 








-/? 


e 7 


-e6 


e5 


-e 4 


e 4 










-/3 


ei 


e2 


e3 














-/3 


-e3 


e2 


ee 














-/3 


-ei 


e7 
















-/3 



on p = r/i(-77 4 )- 2 . Done A~0 (A) avec A = |(-?/4»/i * + 
Nous terminons ce paragraphe par les deux resultats suivants: 

Theoreme 5.12 Soit A= (w,(.|.),a) tine R-algebre de Jordan non commutative de 
division lineaire de dimension 8. Alors Der(A) = G2 compacte si et seulement si A ~ 
fflW oil A G R- {i}. 

Preuve. -4= / Si A est un reel distinct de |, alors Der{o^^j = Der((D) = G2 compacte. 

=>• / Benkart et Osborn [BO 8I1] ont montre que si A est une R-algebre de division 
lineaire de dimension 8 dont Palgebre de Lie des derivations est G2 compacte, alors il 
existe une base u,e\, . . . ,ej de A et trois parametres rj, £, (3 avec rj(,(3 > 0, pour lesquels 
la multiplication de A est donnee par la table (Theorem 2.2): 
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u 


ei 


e2 


e3 


e 4 




e6 


e7 


u 


u 


r/ei 


"e 2 


^ye 3 


??e 4 




"e 6 


"e 7 


ei 


Cei 


-/3« 


e 4 


e7 


-e2 


ee 


-es 


-e 3 


e2 


Ce2 


-e 4 


-/3u 




ei 


-e3 


&7 


-ee 


e3 


Ce3 


-e 7 


-es 




ee 


e2 


-e 4 


ei 


e 4 


Ce 4 


e2 


-ei 


-ee 


-0u 


e7 


e3 


-e 5 


e5 


Ces 


-ee 


e3 


-e 2 


-e 7 


-/3u 


ei 


e 4 


e5 


Cee 


es 


-e 7 


e 4 


-e 3 


-ei 


-/3u 


e 2 


e7 


Ce 7 


e3 


ee 


-ei 


e5 


-e 4 


-e 2 


-/3u 



Si, de plus, A est unitaire, on a 77 = £ = 1 i.e. /3 > et A ~ fi) (A) ou A = 5 + 1).D 

Theoreme 5.13 Soi* A= (w,(.|.),a) tine R-algebre de Jordan non commutative de 
division lineaire de dimension 8. A/ors Der(A) = su(2) © su(2) si et seulement si A ~ 
(^_i iai o(JT)) (A) awec 1 / a > ± et\^\. 

Preuve. Benkart et Osborn ([BO 8I1] Theorem 5.1) qu'une R-algebre A, de division 
lineaire de dimension 8, dont Falgebre de Lie des derivations contient su(2)(Bsu(2), possede 
une base u, x\, x 2 , X3, yi, 7/2, 2/3, 2/4 pour laquelle la multiplication est donnee par la 
table: 





u 


Xl 


X2 


X3 


2/1 


2/2 


2/3 


2/4 


u 


u 


(xi 


(X2 


(X3 


P2/1 


P2/2 


P2/3 


P2/4 


Xl 


6xi 


(3u 


X3 


-X2 


£2/4 


£2/3 


-£2/2 


-£2/i 


X2 


0X2 


~ x 3 


(3u 


Xl 


£2/2 


-£2/i 


£2/4 


-£2/3 


X3 


9x 3 


X2 


-xi 


f3u 


-£2/3 


£2/4 


£?/i 


-£2/2 


2/1 


o-yi 


-"2/4 


-"2/2 


"2/3 


<5ix 


7x2 


-7x3 


7x1 


2/2 


CT2/2 


-"2/3 


mi 


-"2/4 


-7x2 


5-u 


7x1 


7x3 


2/3 


0-2/3 


"2/2 


-"2/4 


Wi 


7x3 


-7x1 




7x2 


2/4 


0-2/4 


WJi 


"2/3 


VV2 


-7x1 


-7x3 


-7x2 


5m 



ou /?, 7, 5, e, 77, £, ct sont des nombres reels. Si, de plus, ^4 = [W, (.|.),Aj est de 
Jordan non commutative, alors u (idempotent non nul) est Pelement unite de A. Done 
( = p = 9 = a = l, de plus, la fait que (.|.) soit une forme trace definie negative, et 
Panti-commutativite de " A ", donnent (3, 5 < 0, e = 77 et s5 = 7/3. On pose alors 
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x[ = (-p)-*Xi, i = 1,2,3; 

y'j = (-SThj, 3 = 1,2,4; 

j/a = -(-*)~ 3 i/3- 

On obtient la table: 





u 


x[ 


x 2 


x' 3 


y'l 




2/2 


2/3 


u 


u 


x[ 


X<2 




y[ 




2/ 2 


2/3 


x[ 




—u 




-HJ)-**2 


e(-/8)-V 4 


-e(-|8)-Vi 




e(-/8)-V 2 


x' 2 






—u 


(-P)-^'i 


£(-/3)"^2 


e(-)8)-*»3 


-e(-/3)"^i 




x 3 










e(-/8)-V 3 


-e(-0)-V 2 


e(-/3)"V4 


-e{-Pr h y'i 


y[ 










— u 


e(-/9)-**i 


e(-/3)-^ 2 


e(-p)-ix' 3 


y\ 












— u 


-e(-/3)-*4 


s(-p)-ix' 2 


y'2 
















-e(-(3)-ix[ 


y's 
















— u 



( £± (-£)3_\ 

Done A\ 2E ' ^ E, i+eJm i.e. 

- (£- 1 , ¥ ,„(H))( i( -«~ i( * +M,i) ). 

De plus, vl est de division lineaire si et seulement si e > (Corollaire 4.14) et on a e / 1 
car Der(A) / G 2 compacte i.e. 1 / a = > ^.D 



Remarque 5.14 Benkart et Osborn [BO 8I1] posent le probleme de Vexistence d'une R- 
algebre de division lineaire de dimension 8, dont Valgebre de Lie des derivations est su(2), 
et dont la decomposition en su(2) -modules irreductibles est de la forme: 1 + 1 + 3 + 3. 
Nous donnons ici une reponse affirmative avec une algebre de Jordan non commutative. 
En effet, nous avons vu que si 5 7^ et a 7^ ^, alors 

Der(E- ltC , tS (B)) = Der(B) = su(2) 

(Proposition 3.20). Nous remarquons de plus, que vect{l}, vect{f}, vect{i,j,k}, 
vect{if,jf,kf}, oil f = (0,1), sont des su(2) -modules irreductibles de £'_i iQ) 5(ff/), qui 
est leur somme directe (Proposition 3.23). Les conditions supplementaires a > \ et 
(2a — 1)5 2 < 4 assurent que Valgebre E_i a j>(lH) est de division lineaire.O 
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5.2 Caracterisation des K-algebres de Jordan n.c. de d.l. 
de dimension 8 ayant un automorphisme non trivial 



Dans ce dernier paragraphe nous donnons une caracterisation des algebres reelles de 
Jordan non commutatives de division lineaire de dimension 8 dont le groupe des auto- 
morphismes est non trivial. Nous donnons ensuite un exemple ou le groupe des auto- 
morphismes est trivial, ce qui met en evidence Pimmensite de la classe des R-algebres de 
Jordan non commutatives de division lineaire de dimension 8. 

Definition 5.15 Soit A une K-algebre. On appelle reflexion de A tout automorphisme 
involutif de A, non identique.U 



Proposition 5.16 Soit A = \ W, (.|.), A J une R-algebre de Jordan non commutative de 
division lineaire de dimension 8 et soit f un automorphisme de I'espace vectoriel A. Alors 
les deux affirmations suivantes sont equivalentes: 

1. f est une reflexion de A. 

2. f est symetrique et isometrique par rapport a (.|.) et le sous-espace vectoriel 
ker(/ — Ia) '■= B est une sous-algebre de A, de dimension 4 qui contient le carre 
de orthogonal B L . 

Preuve. 1) =^ 2). Soient x,y G B, on a f(xy) = f(x)f(y) = xy £ B. Done B est une 
sous-algebre de A. Comme / est une isometrie, elle est symetrique: */ = f^ 1 = f. Done 
ker(/ — Ia) et ker(/ + Ia) sont supplementaires et on a: 



Si x,y € B , on a f(xy) = f(x)f(y) = (—x)(—y) = xy, i.e. B B C B. De plus, 
BB 1 - et B^B sont inclus dans B^, en vertu de la propriete trace de (.|.). Comme A est de 
division lineaire, on a: dim(S- L ) < dim(B) < dim(i?- L ). Done dim(B- L ) = dim(B) = 4. 

2) =^ 1). Soit x G A, alors f(x) = x si et seulement si x G B. Ainsi, pour tout (y,z) G 



B L x B, on a (f(y)\z) = (y\f{z)) = (y\z) = i.e. f(B L ) C B ± (C W). Si x G B L est 



ker(/ + I A ) = B^. 



un vecteur propre de /, associe a la valeur propre A, on a 



x 



.2 



(x\x) 




x)\f(x)j car / est isometrique par rapport a (.|.) 



= fix? 
= (Ax) 2 

= aV 
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i.e. A 2 = 1. Comme x £ B, on a A = — 1. Ainsi, Papplication / : A = B © B 1 - — > A est 
definie par x + y H> x — y et est une reflexion de A. En effet, on a f 2 = I a et pour tous 
x,x' £ B et y, y' £ B ± : 

f(( x + y)( x ' + y')) = f ((xx' + yy') + (xy + yx')^ 

= (xx' + yy') - (xy' + yx') car S 1 ^- 1 C B et SS" 1 , .B^i? C B ± 
= (x- y)(x' - y') 
= f( x + y)f{x' + y'). 

De plus, f^I A .a 

Remarque 5.17 Soit B une sous-algebre de A, de dimension 4, qui contient le carre de 
orthogonal B^~. Alors V application lineaire definie par 

B®B J - = A^A x + y^x-y 

est une reflexion de A.O 

Lemme 5.18 A = (w, (■]■), une R-algebre de Jordan non commutative de division 
lineaire de dimension 8 et soit f une isometrie de I'espace euclidien (W,—(.\.)) qui laisse 
fixe un vecteur non nul u de W et qui commute avec I'operateur L* (Lemma 3.1). Alors 
I'espace vectoriel W(u) se decompose en une somme directe orthogonale de sous-espaces 
vectoriels Hi, oil i G {1, 2, 3}, de la forme vect{yi,u A y{\ stables par f et par f u . De plus, 
la restriction de f d chaque Hi est une rotation. 

Preuve. Puisque / laisse fixe u, elle induit une isometrie /o : W(u) — > W(u), et Ton 
distingue les trois cas suivants: 

1. Si f 2 possede au moins deux valeurs propres distinctes, alors tout sous-espace propre 
E, ainsi que son orthogonal E 1 - dans W(u), sont stables par f u , et egalement par 
/o puisque f u et /o commutent. L'un de ces sous-espaces est de dimension 2, l'autre 
de dimension 4. 

2. Si f 2 possede une unique valeur propre et fo n'en possede aucune, on considere le 
polynome minimal P(X) de fo et Ton distingue les deux sous-cas suivants: 

(a) Si P{X) est de degre 2, de la forme X 2 - aX - f3 avec a 2 + 4/3 < 0, alors il 
existe 7 > tel que (/ - ^al w( , a) ) 2 = <yf 2 i.e. 
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{fo - 2 a/ ^(«) - \/lfu){h ~ 2 aI w(u) + \flfu) = 0. 

i) Si fo — \alw(u) = ^\flfu alors tout sous-espace vectoriel de W(u) stable par 
/„ est egalement stable par fo, aussi bien que son supplemental orthogonal. 

ii) Si fo — ^alw(u) ^y/lfu alors le sous-espace vectoriel 

k er(/o - \ol1 w{u) - y/jf u ) := H, 

de W(u), ainsi que son orthogonal H ± , sont propres et stables par f u et fo- 
Leur dimension est un nombre pair, a savoir 2 ou 4. 

(b) Si P{X) est de degre > 2, on considere une composante irreductible P\{X) de 
P{X) et Ton obtient un sous-espace ker (Pi(/o)) de W(u), propre et stable 
par fo et /„, aussi bien que son orthogonal. 

3. Si f% possede une unique valeur propre et fo admet un vecteur propre y, on a 
fo(y) = ±y et f (uy) = fo(fu(y)) = fu(fo(y)) = ±uy- Done vect{y,uy} := H est 
stable par fo et egalement par /„ car f^ est une homothetie. Son orthogonal H 1 - 
est egalement stable par fo et f u . 

On se ramene alors a un sous-espace vectoriel de W{u), de dimension 4 stable par 
fo et f u , et l'on repete le meme raisonnement. Soit maintenant Hi = vect{yi, Zi}, yi,Zi 
orthonormaux, un sous-espace stable par fo et /„. Alors Hi est forme de vecteurs propres 
de f% associes a une valeur propre Aj < et z% = (— Aj)~2u?/j. D'autre part, il existe des 
scalaires a^, 6j G R, avec a? + bf = 1, tels que fo{Vi) = o-iVi + hzi, et on a 



fo(Z'i) = {-h)~*fa{uyi) 

= {-\)~*uf (yi) 

= (-Xi)~2 U (aiyi + biZi) 
= (a^-A;)^ - bi(-Xi)^yi 

= -hyi + ajZj 



i.e. fo /H . est une rotation. □ 
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Proposition 5.19 Soit A = \W, (.|.),AJ une R-algebre de Jordan non commutative de 
division lineaire de dimension 8. Alors les deux proprietes suivantes sont equivalentes: 

1. Le groupe des automorphismes de A, Aut(A), est non trivial. 

2. Aut(A) contient une reflexion. 

Preuve. 1) =>• 2). Soit g* un automorphisme de l'algebre A qui n'est pas une reflexion, 
alors g* induit une isometrie g de l'espace euclidien — (W, (.|.)) qui admet, evidemment, 

2 

un vecteur propre u associe a la valeur propre A = ±1. L' automorphisme /* = g* de A, 
non identique que Ton peut supposer non involutif, laisse fixe u. En outren l'isometrie / 
qu'il induit sur (— W, (.|.)) commute avec L*. En utilisant les notations du Lemme 5.18, 
on a 

fiViZi) = f*(ViZi) 

= /•(¥)/•(*) 

= Mvi)Mz%) 

= (a? + bf)yiZi 
= ViZi- 

On distingue les deux cas suivants: 

1. Si / n'admet pas de vecteurs propres lineairement independants a u, alors y^Zi = 
(— \i)2u. Ceci etant pour tout i G {1,2,3}, on a: B^B^~ C Bi oil Bi est la 
sous-algebre de A, de dimension 4, engendree par u et ?/j et qui coincide avec 
vect{l, u, yi, Zi}. En effet, en notant H = vect{l, u} et, pour i G {1, 2, 3}, vect{yi, Zi} 
on a: 

De plus, est, d'apres la propriete trace de (.|.), orthogonal a H + Hi + Hj si 

i 7^ j i.e. HiHj = H^ pour toute permutation (i j k) de {1, 2, 3}. Done B^B^- C Bj. 
Ainsi, Ant(^4) contient une reflexion dans ce premier cas. 

2. Si / admet un vecteur propre norme y\ lineairement independant a u, que Ton peut 
supposer orthogonal a u, alors y\ G W(u) est un vecteur propre de fo- L'element 
uyi est egalement un vecteur propre de /o associe a la meme valeur propre ±1 que 

2 

celle de yi, que l'on peut supposer egale a 1 en considerant l'automorphisme /* . 
Comme f* 2 est suppose non identique, l'espace propre B = ker(/* 2 — I a) est 
une sous-algebre de A de dimension 4, qui coincide avec vect{\,u,y\,uy{\, et qui 
contient le carre de son orthogonal. En effet, en reprenant les notations precedentes, 
on a B ± = H2 + H3. De plus, pour i = 2,3 on a Hf C B car f* 2 (yiZi) = y; L Zi. La 
propriete trace de (.|.) montre alors que H2H3 = H3H2 C B pour i = 2,3. Done 
B^B 1 - C 5, et J 4tit(^4) contient une reflexion dans ce cas egalement. □ 
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Theoreme 5.20 Soit A une R-algebre de Jordan non commutative de division lineaire 
de dimension 8, ayant un automorphisme non trivial. Alors il existe une base 1, u, yi, 
zi, y2, z 2 , 2/3, Z3 de A, trois parametres a, b, c > et neuf autres a, f3, 7, fx, A, 77, a, 5, 
p pour lesquels la multiplication de A est donnee par la Table 6 suivante: 





1 


u 


y\ 


Zl 


y2 


Z2 


2/3 


^3 


1 


1 


u 


yi 


Zl 


2/2 


Z2 


2/3 


^3 


u 




-1 


az\ 


-ayi 


bz 2 


-by2 


cz 3 


-cy 3 


yi 






-1 


au 


ay 3 + /3z 3 


72/3 + V-Z3 


-«2/2 - 7^2 


-/?2/2 - /i^2 


Zl 








-1 


A2/3 + V z 3 


ay 3 + 8z 3 


-Ay 2 - <rz 2 + PZ3 


-772/2 - Sz 2 - py 3 


y2 










-1 


bu 


ayi + Azi 


Pyi + v z i 


Z2 












-1 


72/1 + azi 


fxyi + fci 


2/3 














-1 


cu + pzi 


Z3 
















-1 



Table 6 



De plus, une R-algebre dont la multiplication est donnee par la Table 6 est de Jordan non 
commutative et possede un automorphisme non trivial. Elle est de division lineaire si et 
seulement si f3j — afi, f3X — an, 7A — aa > et 

c(a5 — j3a — Xa + 7??) 2 + b(f3j — ap)p 2 < 4c(/3A — arj){ap, — j5). 

Preuve. II existe une sous-algebre B = vect{l, u, 2/1, Z\} de A de dimension 4 qui 
contient le carre de son orthogonal, les vecteurs u, 2/1, Z\ etant orthonormaux et tels que 
uyi = azi, uz\ = —ayi et 2/1^1 = au oh a est un parametre > 0. Ainsi, la Proposition 
3.14 assure l'existence de deuc vecteurs orthonormaux 2/2, z 2 orthogonaux aux precedents, 
tels que 2/2^2 = bu oil b est un parametre que Ton peut choisir > 0, quitte a changer le 
signe de 2/2, si necessaire. En completant 1, u, 2/1, Z\, 2/2, z 2 en une base orthonormee 1, 
u, 2/1, Zi, 2/2, z 2 , 2/3) z 3 de A on obtient, en tenant compte de la propriete trace de (.|.), 
une premiere table de multiplication: 





1 


u 


2/1 


Zl 


2/2 


^2 


2/3 


^3 


1 


1 


u 


2/1 


Zl 


2/2 


^2 


2/3 


^3 


u 




-1 


azi 


-ayi 


6^2 


-by 2 


C^3 


-C2/3 


2/1 






-1 


au 


"2/3 + /3z 3 


72/3 + Mz 3 


-ay 2 - 7^2 + 


-/3y 2 - pz 2 - vy?, 


Zl 








-1 


A2/3 + ^3 


0-2/3 + <^3 


-A2/2 - 0^2 + P^3 


-772/2 - 5z 2 - P2/3 


2/2 










-1 


bu 


ayi + Azi 


Pyi + »?^i 


Z2 












-1 


72/1 + oz\ 


M2/1 + <^i 


2/3 














-1 


cu + z/2/1 + p-^i 


Z3 
















-1 
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ou c, a, (3, 7, fi, A, n, a, 5, p v G R. De plus, quitte a changer le signe de y%, si necessaire, 
on peut supposer c > 0. Si v' = (z^ 2 + p 2 ) 5 / 0, on pose 

Vi = v'~ l {pyi -vzi), z[ = u'~ x [y + pzi) 

et Ton obtient la table desiree en considerant la nouvelle base 1, u, y[, z[, y 2 , ^2, U3, 
Reciproquement, une K-algebre dont la multiplication est donnee par la Table 6 est de 
Jordan non commutative. Le reste de la demonstration est assure par la Remarque 5.17 
et le Theoreme 4.16.D 

Proposition 5.21 Soit (D = (w, (.|.),A^ Valgebre reelle de Cayley-Dickson et soient p 
un automorphisme de I'espace vectoriel reel W et f une isometrie de Vespace euclidien 
(W,-(.|.)). Alors 

si et seulement si tpfip 1 £ G 2 - Dans ce cas, f commute avec if* (p. 

2. f est une reflexion de(D((p) := (w, (.|.), Aj si et seulement si cpfcp -1 est une reflex- 
ion de (D. Dans ce cas, f commute avec ip*<p, et p*(p laisse stable une sous-algebre 
de (W, A) de dimension 3 

Preuve. 

1. On a 

f € Aut(<D(<pj) & (®(<pj)(f)=(D(<p) 
(Dipfp^ 1 ) =Q 
ipfip- 1 £ G 2 . 

Dans ces conditions pfp^ 1 € Oj(lR) i.e. f(<p*<p) = (p*ip)f. 

2. On verifie facilement que / est involutif non identique, si et seulement si ipfip -1 est 
involutif non identique. De plus, / laisse fixes, uniquement, les elements d'une sous- 
algebre Wo de (W, A), de dimension 3, et comme f(p*p) = (<p*f)f, Papplication 
ip*ip laisse stable Wq.U 

Lemme 5.22 Toute sous-algebre de (D de dimension 4 contient le carre de son orthogonal. 

Preuve. Soit B une telle sous-algebre contenant un vecteur non nul u et soient v £ 
B L — {0} et w 6 (B + vect{v , uv}) 1 - — {0}. Alors v, uv, w, uw est une base orthogonale 
de B 1 - avec laquelle on verifie facilement que B^B^ CB.D 
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Lemme 5.23 Soit (D = [W, (.|.),AJ I'algebre reelle de Cayley- Dicks on et soient ip un 
automorphisme de I'espace vectoriel reel W qui laisse stable une sous-algebre Wo de (W, A) 
de dimension 3, ainsi que son orthogonal dans W. Alors Rl © Wo ■= B est une sous- 
algebre de 0(tp) := (w,(.|.),A), qui contient la carre de son orthogonal. 

Preuve. ip* laisse stable Wo et pour tous x, y G Wo on a tp* (p(x) Ap(y)j G p*(Wo) C Wq. 
Si x,y e B 1 = Wo 1 , on a p(x) A p(y) e BnW = W (Lemme 5.22). Done xAy G W .D 



Lemme 5.24 Soit (D = [W, {].), Aj I'algebre reelle de Cayley-Dickson et soit s un auto- 
morphisme symetrique de I'espace euclidien (W, — (.|.)), defini positif, qui laisse stable une 
sous-algebre (W, A) de dimension 3. Alors le groupe des automorphismes de I'algebre ®{s) 
n'est pas trivial. 

Preuve. Soit Wo une sous-algebre de (W, A) de dimension 3, stable par s. Alors son 
orthogonal dans W est egalement stable par s. La Remarque 5.17 et le Lemme 5.23 
montrent que (D(s) contient une reflexion. □ 



Theoreme 5.25 Soit (D = (W,(.|.),AJ I'algebre reelle de Cayley-Dickson et soit s un 
automorphisme symetrique de I'espace euclidien (W, — (.|.)), defini positif. Alors les deux 
proprietes suivantes sont equivalentes: 

1. Aut{Q{s)) n'est pas trivial. 

2. s laisse stable une sous-algebre de(D de dimension 4. 

Preuve. 1) =>- 2). L'existence d'une reflexion dans (D{s) = (w, (.|.),A^ montre que 
s 2 laisse stable une sous-algebre Wo, de (W, A) de dimension 3. Comme s et s 2 ont les 
memes vecteurs propres, Papplication s laisse stable Wo- Cette derniere est egalement une 
sous-algebre de (W, A). 

L'implication 2) =>• 1) est consequence du Lemme 5.24. □ 



Note 5.26 Soient C la classe de toutes les R-algebres de Jordan non commutatives 
de division lineaire de dimension 8, Q la sous-classe de C constitue des algebres qui 
s'obtiennent, a partir de R, par mutations et par extension cayleyenne generalisee (Corol- 
laire 3.4), V la sous-classe de C constitue des algebres ayant une derivation non triviale, 
et enfin A la sous-classe de C constitue des algebres ayant un automorphisme non trivial. 
Nous avons les inclusion suivantes: V C A C Q C C. 
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Nous allons montrer, pour terminer ce dernier paragraphe, que les inclusion 
precedentes sont strictes. Nous considerons Palgebre reelle A ayant une base B = 
{1, ul, yi, z±,y2, Z2,V3, Z3} pour laquelle la multiplication est donnee par la Table 7 suiv- 
ante: 





1 


U 


Vi 


Zl 


y2 


Z2 


2/3 


Z3 


1 


1 


u 


yi 


Zl 


V2 


Z2 


V3 


Z3 


u 




-1 


az\ 


-ayi 


bz 2 


-by 2 


CZ3 


-C2/3 


yi 






-1 


au 


ay?, 


1**3 


-ay 2 


-fJ-z 2 


Zl 








-1 






-VZ2 


-Mb 


V2 










-1 


bu 


ayi 


jlZi 


Z2 












-1 


fjhZi 




V3 














-1 


cu 


Z3 
















-1 



Table 7 



ou a, 6, c sont des parametres > et a, /j, & R. Alors A est de Jordan non commutative, 
elle est de division lineaire si et seulement si afi < 0. Nous utiliserons ces notations dans 
ce qui suit: 

Proposition 5.27 Si a = — n = 1 et c> a = b > 1, alors A <E V et A£Q. 

Preuve. L'algebre A admet une derivation, de rang 6, en vertu de la Proposition 5.8. 
Supposons maintenant que A s'obtient, a partir de R, par mutations et par extension 
cayleyenne generalisee, alors il existerait une mutation B = A^ x \ A 7^ ^, de A et un 
vecteur non nul u de A pour lequel Poperateur j 2 a soit une homothetie de B (Remarque 
3.16 4)). On definit une nouvelle base Bq = {1, ei, . . . , ej} de A en posant 

ej = 2/j, ej+4 = — pour z = 1,2,3 et e4 = n. 

Soit, alors, x = X)i<i<7 a i e i un vecteur quelconque de B. Les cinq premiers termes diago- 
naux de la matrice de Poperateur f% de B, par rapport a la base Bq, sont respectivement 



on = - a i' 

l<i<7 

a 22 = -a\-\' 2 {al + al + al + a 2 7 )-\' 2 a 2 {al + al), 
033 = -a 2 2 - X' 2 (aj + a 2 3 + a 2 5 + a^) - X' 2 a 2 (al + a 2 6 ), 
a 4 4 = -a\ - \' 2 {a\ + a\ + a\ + a\) - \' 2 c 2 {a\ + a 2 ), 

2 \/2 2/ 2 1 2 1 2 1 2\ \/2 2/ 2 , 2\ 

055 = — a 4 — A a (a x + a 2 + a 5 + a 6 j — Ac (a 3 + a 7 j 
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ou A' = 2A — 1. On suppose que l? x est une homothetie, i.e. les an sont tous egaux, et Ton 
distingue les trois cas suivants: 

1. Si A' 2 = a" 2 , alors les egalites: a\\ = 0,22 = 033 donnent 02 = 03 = a§ = 07 = a\ = 
05 = car a 2 7^ 1. Ainsi an = 044 donne 04 = car a 2 7^ c 2 , i.e. x = 0. 

2. Si A' 2 < a~ 2 , alors an = donne 02 = . . . = 07 = et an = 033 donne a± = 
i.e. x = 0. 

3. Si A' 2 > a -2 , alors an = 055 donne a\ = 02 = 03 = 05 = a§ = a-j = et an = 022 
donne 04 = 0, i.e. x = 0. 

Ainsi, aucune mutation de A ne possede un vecteur non nul v qui satisfait a la propriete 
4) de la Remarque 3.16 i.e. A g Q.U 

La Proposition 5.27 montre que le Procede de Cayley-Dickson Generalise est 

insuffisant pour la determination de toutes les K-algebres de Jordan non commutatives de 
division lineaire de dimension 8. 

Proposition 5.28 Si jj, = —a = —1, b, c, a > 0, b < 1 < c et a 7^ 1, b, c alors A G A et 
A£V. 

Preuve. En effet, A G A et on a la table: 





1 


ei 


e2 


e3 


e 4 


e5 


ee 


e7 


1 


1 


ei 


e2 


e3 


e 4 


e5 


ee 


e7 


ei 




-1 


ae3 


— ae2 


es 


-e 4 


-e 7 


e6 


e2 






-1 


aei 


6e 6 


e7 


— 6e4 


-es 


e3 








-1 


ce-j 


-ee 


es 


— ce4 


e 4 










-1 


ei 


6e 2 


ce3 


e5 












-1 


— e 3 


e2 


ee 














-1 


-ei 


Z3 
















-1 



Si 9 G Der(A), alors pour tout i G {1, 2, 3}, 

<9ej = ^ a i? e j ou ajj G K. 

Le fait que d soit anti-symetrique par rapport a (.|.) donne aji = — a^. Ainsi, les egalites: 
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de§ = <9(eie 4 ) = (de\)e± + ei<9e 4 , 
-<9e 4 = d(eie 5 ) = (<9ei)e 5 + ei<9e 5 , 
de± = <9(e 4 es) = (<9e 4 )es + e 4 <9es 



donnent 

(1) ba 16 - a 25 - aa 34 = 0, 

(2) cayj + aa 24 - 035 = 0, 

(3) 6012 + a 47 - a 56 = 0, 

(4) can ~ a46 - 057 = 0, 



(5) an + a 24 - 0035 = 0, 

(6) ai 6 - aa 25 - 034 = 0, 

(7) ai 3 - a 46 - a 57 = 0, 

(8) ai2 + a 47 - a 56 = 0, 



(9) a 12 + a 47 - 6a 56 = 0, 

(10) ai 3 - a 46 - ca 57 = 

(11) ai 6 - 6a 2 5 - a 34 = 

(12) 017 + a 24 - ca 35 = 



(1) , (6) et (11) donnent a 2 5 = a\% = a 34 = 0, car a 7^ b. 

(2) , (5) et (12) donnent 035 = an = a 24 = 0, car q/c. 

(3) , (8) et (9) donnent 056 = ayi = a 47 = 0, car 6/1. 

(4) , (7) et (10) donnent a^ = ai 3 = a 4 6 = 0, car c / 1. 

Ainsi 



<9e 4 = ai 4 e 4 + ai 5 e 5 , 

<9e 4 = — a 44 ei + a 4 5e5, 

<9e 5 = -ai 5 ei - a 45 e 4 , 

<9e 2 = a 23 e 3 + a 26 e 6 + a 27 e 7 , 

<9e 3 = -a 23 e 2 + a 36 e 6 + a 37 e 7 , 

<9e 6 = -a 26 e 2 - a 36 e 3 + a 67 e 7 , 

<9e 7 = -a 27 e 2 - a 37 e 3 - a 67 e 6 . 

Les egalites: 

-de 7 = d{e 1 e & ) = («9ei)e 6 + ei<9e 6 , 

<9e 6 = d{e 1 e 7 ) = (<9ei)e 7 + ei<9e 7 , 

-dei = <9(e 6 e 7 ) = (<9e 6 )e 7 + e 6 <9e 7 

donnent alors 

(1') ban ~ a>27 + aa36 = 0, (3') ai 5 + a 26 + aa 37 = 0, (5') a i4 - 6a 27 + ca 36 = 
(2') ais + aa 2 6 + a 37 = 0, (4') cau - aa 27 + a 3 6 = 0, (6') ais + a 2 6 + a 37 = 
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(2'), (3') et (6') donnent a 2 6 = «15 = «37 = 0, car 
(1'), (4') et (5') donnent 





b 


-1 


a \ 








c 


—a 


1 


a 27 


= 


V 


1 


-b 


c / 


V a 36 y 


V / 



Le determinant de ce systeme est: a 2 + b 2 + c 2 - 2abc- 1 = (a -6c) 2 - (l-6 2 )(l-c 2 ) / 0. 
Done ai4 = 027 = 036 = 0. Ainsi 



de\ 
de4 
<9e 5 
de 2 
de 3 
de 6 
de-j 



0, 

04565, 
—04564, 

02363, 
-02362, 
a 67 e 7 , 
-a 6 7e 6 . 



Enfin les egalites 



donnent 



de 7 = 3(e 2 e 5 ) = (3e 2 )e 5 + e 2 9e 5 , 
-de 5 = d(e 2 e 7 ) = (<9e 2 )e 7 + e 2 <9e 7 , 
de 2 = <9(e 5 e 7 ) = (3e 5 )e 7 + e 5 <9e 7 



023 + &«45 - «67 = ca 23 + a 45 - 6a 6 7 = a 2 3 + ca 45 - a 67 = 0. 
Ce qui entraine: 045 = a 2 3 = a§-j car 6 / c i.e. d = 0.D 
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Finalement, pour A^C, on fixe des parametres Ai,...,Ay positifs et distincts deux 
a deux. Soit alors (D = (w, (.|.), x) l'algebre reelle de Cayley-Dickson et soit e\, . . . , e 7 
la base canonique de l'espace euclidien (W, — {■]■))■ On pose 



x-i 


= ei + e 2 




= ei - e 2 


xz 


= e 3 + e 4 


X4 


= e 3 - e 4 


Xh 


= e 5 , 


Xq 


= e 6 + e 7 


x 7 


= e 6 - e 7 



On obtient une nouvelle base B = {x±, . . . ,x 7 } orthogonale de (W, — (.|.)) pour laquelle 
le produit vectoriel Xi x xj n'est colineaire a aucun element de £>, pour tout couple 
(i, j) d'indices distincts, de {1, . . . , 7}. On definit alors Pautomorphisme, symetrique, s de 
l'espace euclidien (W, — {■]■)), par s(xi) = \{Xi pour tout i G {1, . . . ,7}. Le prolongement 
s de s ne laisse invariante aucune sous-algebre de (D, de dimension 4, car sinon s lais- 
erait invariante une sous-algebre de (W, x) de dimension 3. Une telle sous-algebre serait 
engendree lineairement par trois vecteurs propres de s, et l'un d'eux serait colineaire au 
produit vectoriel des deux autres. Ceci contredirait le choix de la base B. D'apres le 
Theoreme 5.25, Aut((D(s)) est trivial. □ 
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Index 



A 

Albert (theoremes dus a), 14, 29 
Algebre, 13 

Algebre de Lie des derivations, 18 
Algebrique (element, algebre), 16 
Alternative (algebre), 16 
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Artin (theoreme de), 16 
Associateur (de x,y,z), 13 
Automorphismes (groupe des), 18 

B 

Base (d'une algebre), 14 
C 

Cayley-Dickson (procede de), 23 

Cayleyenne (algebre), 22 

Commutateur (de x,y), 13 
Cuenca (sur un travail de), 46 

D 

Dimension (d'une algebre), 14 
Division lineaire (a droite, a gauche), 20 

F 

Flexible (algebre), 16 
Frobenius (theoreme de), 29 



H 

Hopf-Kervaire-Milnor-Bott (th. de), 46 
I 

Isometries (groupe des), 67 
Isotope d'une algebre, 40 

K 

Kaidi (travaux dus a), 33, 37-40, 44-46 
M 

Moufang (identites de), 17 
Multiplication (table de), 14 

N 

Norme (d'un element), 22 
O 

Octonions (algebre des) (D, 24 
Orthogonaux (elements), 27 

P 

P-octonions generalised (algebre des), 95 
Puissances a droite (d'un element), 14 

Puissances a gauche (d'un element), 14 
Puissances associatives (algebre a), 14 
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Q 

Quadratique (algebre), 24 
Quaternions (algebre des) H, 13, 28 

R 

Reflexion, 99 

Rodriguez (travaux dus a), 31 
S 

Sphere unite (d'un e.v. norme), 48 
T 

Trace (forme), 27 



U 

Unite a gauche (element), 13 
Urbanik- Wright (resultats dus a), 45 

W 

Wright (sur les travaux de), 31 
Z 

Zorn (theoreme du a), 29 
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Resume 



Dans ce travail nous nous interessons au probleme general de la determination des 
algebres normees de division lineaire. Nos resultats fondamentaux sont obtenus dans la 
sous-classe particuliere des algebres reelles de Jordan non commutatives de division lineaire 
de dimension 8. 

Nous donnons un nouveau procede qui generalise celui de Cayley-Dickson et qui per- 
met l'obtention d'une nouvelle famille d'algebres de Jordan non commutatives de division 
lineaire de dimension 8. Nous donnons des exemples d'algebres reelles de Jordan non 
commutatives de division lineaire de dimension 8 qui ne peuvent pas s'obtenir par ce pre- 
mier procede de "duplication" et a l'aide d'un second procede, qui consiste a faire une 
deformation appropriee du produit de Palgebre des octonions de Cayley-Dickson, nous 
determinons ces dernieres et nous resolvons le probleme d'isomorphisme. Nous etudions 
ensuite les algebres reelles de Jordan non commutatives de division lineaire de dimen- 
sion 8 qui possedent une derivation non triviale moyennant le procede de Cayley-Dickson 
generalise. Nous donnons egalement des exemples d'algebres reelles de Jordan non commu- 
tatives de division lineaire de dimension 8 dont le groupe des automorphismes est trivial, 
et caracterisons celles dont le groupe des automorphismes est non trivial. Ceci met en 
evidence Pimmensite de cette sous-classe d'algebres. 

rVlots cles. Algebre normee, diviseur topologique lineaire de zero, algebre non 
associative (alternative, flexible, de Jordan non commutative, quadratique, cayleyenne), 
quaternions, octonions, procede de Cayley-Dickson "generalise", isotopie vectorielle, au- 
tomorphismes, derivations. 
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